Andlise critica da teoria de tipos
intuicionistas de Per Martin Lof

SOUSA, E.

ANALISE CRITICA DA TEORIA DE TIPOS INTUICIONISTAS DE PER
MARTIN LOF

Euclides Souza’

RESUMO: A Teoria de Tipos de Per Martin Lof é um sistema formal que combina logica intui-
cionista e teoria dos tipos, com aplica¢des na formalizagdo de provas matematicas e na compu-
tacdo. No entanto, apesar de sua estrutura rigorosa, a teoria apresenta desafios conceituais fun-
damentais. Este artigo investiga a relagdo entre julgamento e proposicéo, a formalizacéo da dis-
juncédo, a distingdo entre conjuntos e categorias, e a defini¢do intuicionista de verdade. Conclui-
mos que a teoria necessita de revisdes conceituais para garantir maior precisdo e coeréncia em
suas aplicacoes.
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Critical Analysis of Per Martin L6f's Intuitionistic Type Theory

Abstract: Per Martin Lof's Type Theory is a formal system that combines intuitionistic logic and
type theory, with applications in the formalization of mathematical proofs and in computation.
However, despite its rigorous structure, the theory presents fundamental conceptual challenges.
This paper investigates the relationship between judgment and proposition, the formalization of
disjunction, the distinction between sets and categories, and the intuitionistic definition of truth.
We conclude that the theory needs conceptual revisions to ensure greater precision and coher-
ence in its applications.
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INTRODUCAO

A Teoria de Tipos de Per Martin Lof € uma linguagem formal e um sistema
dedutivo que tem a forma de uma linguagem de programacéo tipificada (isto €, uma
linguagem cujas varidveis estdo categorizadas por tipos especificos, como inteiros,
booleanos, frases, etc.). Ela possui aplica¢des tanto em Topologia (estudo de espacos de

dimens&o trés ou superior) como na Logica Intuicionista (uma logica ndo classica que,
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basicamente, rejeita a lei do terceiro excluido, eliminagdo da dupla negacdo, dentre
outras propriedades).

Em geral, a teoria de tipos de Lof tem sido utilizada para uma formalizagdo
computacional de provas matematicas informais a qual facilita a verificagdo via
programacdo da validade dessas provas, permitindo que logicos e matemaéticos
economizem tempo e garantam a precisdo da revisdo dessas conclusdes formais. Uma
teoria de tipos foi feita para realizar uma formalizacdo da matemaética intuicionista
(BISHOP, 1967). Essa linguagem ¢ mais rica que a linguagem de primeira ordem,
fortalecendo os axiomas de existéncia e disjuncéo.

Antes que uma teoria seja posta em pratica, € sempre interessante analisar os
fundamentos conceituais que lhe servem de base. A proposta deste artigo € rever
filosoficamente alguns dos conceitos fundamentais utilizados por Lof em sua teoria
devido ao fato de certas distin¢gdes ndo estarem completamente claras ou mesmo serem
dificeis de conceber. Tal revisdo poderéd trazer algumas consequéncias sobre como a

teoria age na pratica computacional de prova para a qual foi desenvolvida.

1. Julgamento e proposi¢éo: uma relagdo problemaética

Conceitos fundamentais para a composi¢do dessa teoria sdo os conceitos de
proposi¢do e de julgamento. Uma proposi¢do ¢ formada por aquilo que € combinado
pelos operadores logicos e se pode dizer ser verdadeira ou falsa. Quando se estabelece
uma proposicdo como verdadeira ou falsa, esta-se fazendo um julgamento. Premissas e
conclusdes de uma inferéncia logica sdo julgamentos. Proposi¢des, ao contrario de
formulas, formam um conceito aberto e néo séo definidas indutivamente.

O objetivo de Lof é explicar certas formas de julgamentos e inferéncias de
provas matematicas (o0 que se supde ser apenas formal) semanticamente (tecnicamente,
uma dimens&o informal). Ele quer tornar explicito o funcionamento de certas inferéncias
da deducgéo natural que néo sdo, segundo o autor, exatamente formais, como A — A v
B. O mais formal seria indicar que A e B séo proposicoes e que, se A for verdadeiro, A

ou B (outra proposicédo) sera também.
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Na Logica Aristotélica, uma proposicédo era dividida entre afirmacédo e negacéo.
Julgar também era separar uma afirmacédo de uma negacéo. Aristoteles dizia que uma
afirmacgdo era associar um predicado a um sujeito e, na negacéo, essa associagdo nao
ocorreria. Hoje em dia ndo seria mais necessdria essa dualidade, restando apenas dizer,
por exemplo, que “A ¢ verdadeiro”, em vez de “Jo&o possui a propriedade de ser médico”.
Agora, as coisas que provamos, premissas e conclusées, sdo julgamentos (assergcdes) e
as coisas que combinamos por operadores logicos sdo proposi¢des. Por exemplo, A =
“0 céu esta azul” é uma proposig¢do, enquanto ndo dizemos se isso € V ou F, embora
entendamos o significado. Ao dizermos, porém, que A € verdadeiro e B = “ndo chove” é
verdadeiro, chegamos & conclusdo de que A”B = “o céu esta azul e ndo chove” &
verdadeira.

Uma primeira dificuldade conceitual seria apontar o quanto de julgamento ndo
estd envolvido na definicdo de proposicdo como algo que podemos compreender, mas
ainda néo decidimos sobre ser verdadeiro ou falso. Afinal, o que € compreender uma
proposicdo sendo julgar se o seu significado corresponde ou ndo aquele significado que
um agente possui em sua mente? (Se corresponde, o agente entendeu). Se o significado
compreendido é verificado como um fato no mundo ou ndo (que € o sentido que Lof
utiliza para julgamento), seria essa uma dimensdo conceitual posterior de julgamento.

Em suma, a distingéo entre julgamento e proposic¢éo € fundamental na teoria de
Lof. Segundo ele, uma proposi¢cdo é um conceito aberto que pode ser entendido inde-
pendentemente da determinacéo de sua verdade, enquanto um julgamento € a atribui-
¢do de verdade ou falsidade a uma proposicdo. No entanto, surge uma questdo essencial:
compreender uma proposi¢do ndo envolveria necessariamente um julgamento sobre
seu significado? Essa interdependéncia pode indicar que a separagdo proposta por Lof

néo é tdo clara quanto se pretende.

2. O problema da disjungéo e a formalizagédo

Indo adiante na analise de conceitos, nos perguntamos: uma disjungdo advinda

da afirmacéo (A é verdadeira — A v B é verdadeira) supde que A e B sejam proposi¢des
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sobre formulas de uma dada linguagem? Segundo Lof, essa dependéncia de uma
linguagem néo parece primordial, uma vez que basta que saibamos que A e B expressam
proposicoes para a validade da disjuncéo (em ultima instancia, ndo precisamos dizer que
se tratam, por exemplo, de proposi¢des aritméticas).

Mas, segundo ao autor, isso é problematico, porque a regra de inferéncia da
inclusdo da disjungdo ndo deve pressupor nogdes seméanticas como as de proposicao,
afinal, € uma regra formal. Temos a distingdo entre expressdo completa e expresséo

funcional est4 relacionada a formalidade da proposi¢do dentro do sistema légico:

Expressdo completa: E uma proposicao totalmente formada, que pode ser julgada
como verdadeira ou falsa. Ndo requer argumentos adicionais para ser compreendida ou

avaliada dentro do sistema logico.

Expressdo funcional: Refere-se a uma proposicdo ou estrutura que ainda
depende de parametros ou varigveis para ser completada. Ou seja, uma expressdo
funcional € uma funcdo proposicional que precisa de um argumento para se tornar uma

proposicdo completa.

Essa distincdo é relevante na Teoria de Tipos, porque impacta como
proposicoes sdo formalizadas e interpretadas, especialmente no contexto da inferéncia
logica e da construgdo de provas.

Entéo, se proposicdes sdo sempre expressas por expressdes completas e nao
expressoes funcionais, a formalidade da regra de disjuncéo teria que considerar, antes,
que A e B séo proposicdes (expressdes completas) e que A é verdadeiro para que A ou
B sejam verdadeiros.

Se premissas e conclusdes fossem julgamentos, proposi¢des também seriam,
mas estas ultimas ndo séo afirmacdes ou nega¢des. Lof ndo parece resolver esse impasse,
o qual até nos aponta a primeira dificuldade citada acima, sobre o fato de que o conceito
de proposigdo na verdade dependeria do conceito de julgamento e vice-versa, enquanto

Lof defende apenas que um julgamento é posterior a uma proposicéo.
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Em suma, Lof argumenta que ndo é necessério que A e B sejam expressdes
formais de uma linguagem especifica para que a regra seja valida. No entanto, essa
abordagem pode ser problematica, pois, se a formalizacdo for secundéria, a regra de
inferéncia dependeria de uma noc¢do seméntica prévia, o que entra em conflito com o

carater estritamente formal da teoria.

3. Tipos, categorias e a definicdo de conjunto

Voltando ao conceito de tipo, todo objeto matematico é de certo tipo, sendo
este tipo a extensdo de significancia de uma fungdo proposicional. Em outras palavras,
um tipo € um conjunto que define o que devemos fazer para construir um objeto que
pertenca a ele. “E uma questdo de saber o que significa ser um objeto arbitrdrio do tipo
em questdo” (LOF, 1972, p. 2), independentemente de podermos vislumbrar todos
individualmente. A notagdo ¢ a € A (a pertence a A), a € um objeto do tipo A.

Uma proposicéo ¢ definida como uma prescricdo de como podemos prova-la.
Dessa maneira, cada proposi¢do geraria um tipo para suas provas. Se A for um tipo para
uma proposicéo, dizemos que a € A se 1é “a é uma prova da proposicdo A”.

Diferentemente de Wittgenstein e Frege, os intuicionistas (Heyting) ndo dizem
exatamente que uma proposicdo seja a expressdo de suas condi¢des de verdade, mas
uma expectativa de sua prova. Kolmogorov completa dizendo que uma proposigdo se
trata de um problema a ser resolvido ou uma tarefa a ser cumprida. Gentzen, também,
sugere que as regras de introdugdo das constantes légicas (operadores logicos) definem
seus significados.

Lof quer defender que todas essas quatro explicagdes de uma proposi¢éo séo,
no fim, as mesmas. De fato, expressar em que condi¢des uma constante légica constroi
uma proposicdo verdadeira (Wittgenstein e Frege) ¢ o mesmo que introduzir (Gentzen)
tais constantes respeitando as regras de introdugdo (segundo o autor, € a mesma

defini¢do de conjunto e também de tipo, LOF, 1984, p. 23). Da mesma forma, Heyting e

Kolmogorov dizem o mesmo quando o primeiro usa a nogdo de expectativa, enquanto
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o segundo usa a no¢do de problema. Ora, quem espera por uma prova de A estd, na
verdade, tentando encontrar a resposta para o problema de se A é verdadeiro ou néo.

Terlfamos aqui um problema geral de referéncia. Quando dizemos que “uma
proposic¢do é uma expressao de suas condigdes de verdade”, o pronome possessivo “suas’
ja aponta para algo que ainda estarfamos tentando definir, que é a propria proposicéao.
Portanto, considerando que as quatro defini¢gdes acima dizem o mesmo, segundo Lof,
como poderiamos saber o que é isso que tem condi¢des de verdade expressas se ainda
nédo sabemos o que é uma proposi¢do? Néo € coerente definir algo utilizando ele mesmo
na definicao.

Ainda sobre tipos, 0 autor distingue conjunto (tipo) de categoria, apenas porque,
no primeiro, temos um grupo de regras exaustivas para formar seus objetos (o que,
segundo o autor, € 0 mesmo que uma proposicéo) e, no segundo, ndo. Uma distin¢do
bastante duvidosa. Quando ele diz que sabe o que é um conjunto e quando dois
conjuntos sdo iguais, o que forma a categoria dos conjuntos, € claro que ele conhece as
regras do que caracteriza (forma) um conjunto.

Analisemos: “Para definir uma categoria, ndo é necessdrio prescrever como Seus
objetos sdo formados, mas apenas compreender o que um objeto arbitrdrio de uma categoria
¢” (LOF, 1984, p. 22) € algo impossivel de ocorrer sem que o agente analisador néo tenha
algumas regras de formacdo do objeto. Seria falacioso, todavia, que fosse escolhido,
arbitrariamente, algum conjunto de regras que sdo ditos necessarios e suficientes para a
formacdo de um objeto. Por exemplo, sabemos identificar o que é um refrigerante e
colocar um certo objeto dentro ou fora dessa categoria. Isso quer dizer que sabemos
qual é o processo industrial envolvido na producéo do refrigerante? N&o. Mas, também
néo esta decidido que é o processo industrial de producédo de refrigerante que caracteriza
suficientemente como se “produz” um refrigerante. Tudo vai depender do quanto se é
capaz de convencer a audiéncia de que o produto se trata de um refrigerante.

As vezes, apenas dizer que estou em posse de “1. um liquido gaseificado, 2.
contido em um recipiente plastico ou metélico e 3. que possui diferentes cores” é
suficiente para eu ter produzido, para o meu publico, um refrigerante. Devemos perceber

que as trés regras citadas ndo descrevem, diretamente, o processo de produgéo industrial
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do refrigerante, porém, ainda assim, eu “produzi” um refrigerante. No fim, tivemos um
conjunto de regras que me permite produzir todos os objetos que possuem a qualidade
de ser um refrigerante e caracteriza sua categoria, diferentemente do que diz Lof.

Em suma, na teoria de tipos de Lof, cada objeto pertence a um tipo, e os tipos
podem ser vistos como conjuntos de provas de proposi¢cdes. No entanto, a distin¢do
entre conjunto e categoria feita pelo autor ndo € completamente convincente. Segundo
Lof, conjuntos possuem regras exaustivas de formagéo de objetos, enquanto categorias
néo. Isso, porém, ignora o fato de que qualquer categoriza¢éo requer, ainda que implici-

tamente, um conjunto de regras formadoras.

4. Enunciagdo vs. proposi¢éo

Outra distingéo interessante e problematica € entre enunciacédo e proposicéo. A
primeira € precisamente a exposicdo do pensamento sem COMPromisso Com prova.
“Uma proposicdo sem forca epistémica” (LOF, 1996, p. 12). Porém, falando em termos
contemporaneos, Lof prefere tratar uma enunciagdo como um julgamento ndo analisado
€ uma proposi¢do como um julgamento provado.

Dal, vem a diferenca entre evidéncia de um julgamento e a verdade de uma
proposicdo. Segundo Per Martin Lof, a distincdo entre evidéncia de um julgamento e
verdade de uma proposicéo esté no papel que cada um desempenha dentro da estrutura

epistémica da légica intuicionista:

Evidencia de um julgamento:. Diz respeito ao conhecimento que temos para
afirmar um julgamento. Ou seja, para que um julgamento seja valido, deve haver uma
evidéncia justificavel que o sustente. Esse conceito esté ligado a ideia intuicionista de
que um julgamento nédo é meramente uma afirmacéo abstrata, mas algo que precisa ser

demonstrado.
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Verdade de uma proposigéo: Esté associada a existéncia de uma prova direta para
a proposicdo. Em termos intuicionistas, uma proposicdo s6 pode ser considerada
verdadeira se houver uma prova explicita para ela. Diferente do realismo cldssico, que
assume que uma proposi¢do pode ser verdadeira independentemente de conhecermos
ou ndo sua prova, Lof segue a linha intuicionista, onde a verdade esté intrinsecamente

ligada a possibilidade de uma demonstracéo.

Em resumo, a evidéncia de um julgamento é o suporte epistémico que justifica

a validade de um julgamento, enquanto a verdade de uma proposicdo depende da

existéncia de uma prova que a torne verificavel dentro da ldgica intuicionista. Pois, ndo

seria o entendimento de uma proposicdo também evidente, ja que julgamos se entendemos o

conteudo da proposicéo, antes mesmo de a julgarmos como V ou F? Essa diferenca

realmente se sustentaria? Afinal, que melhor suporte epistémico terfamos sendo a
explicita verificacdo logica da verdade de uma proposi¢édo?

Em suma, Lo6f distingue entre enunciagdo e proposi¢do ao afirmar que uma enun-

clacdo é a expressdo de um pensamento sem compromisso com sua prova. Contudo,

se consideramos que entender uma proposi¢cdo requer um julgamento sobre sua inteli-

gibilidade, entdo nédo haveria diferenca significativa entre essas duas nogoes.

5. O conceito de prova e sua justificagdo

Agora, sobre o conceito de prova. Antes de uma regra de inferéncia ser
justificada, deve ser explicado o que o locutor precisa saber de modo a ter o direito de
realizar um dado julgamento. Um julgamento, sobre um conjunto, por exemplo, pode ser

explicado por meio das respostas das seguintes perguntas:

1. O que € um conjunto? (ontologia, era antiga)

2. O que devemos saber para ter o direito de julgar algo como um conjunto
(epistemologia, era moderna)

3. O que um julgamento da forma “A é um julgamento” quer dizer? (semdntica,

era contemporanea).
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Se um elemento de um conjunto for obtido diretamente pelas regras que o
definem, o chamamos de candnico e, no caso contrario, ndo candnico. A computagdo
(execugdo) de 2 + 2 € N dé& o resultado (2 + 1) (sucessor de 3) € N e, portanto, € um
elemento canénico de N, pois a defini¢cdo de pertencer aos naturais € que 0 € N g, se a
€ N, entdoa” € N.

Lof define que uma proposigéo € definida por aquilo que conta como sua prova
direta (isto €, sem provas mediadoras). Numa disjuncéo, por exemplo, A v B, uma prova
direta seria provar A ou B (toda regra de eliminagdo € uma prova direta). Lof completa
definindo uma prova indireta como o método para oferecer uma prova direta. Entéo,
saber como fazer uma prova direta € dar uma prova indireta. Saber que uma proposi¢cdo
é verdadeira é saber que ela pode ser provada diretamente (ou seja, prova direta =
verdade). Portanto, o conceito de prova de uma proposi¢cdo € anterior a nogédo de
verdade.

O intuicionismo é uma filosofia idealista, pois dizer que uma proposicdo é
verdadeira ¢ dizer que alguém sabe que €la € e, inclusive, como provar. Bolzano, Brentano
e a tradicdo aristotélica (e a tradigdo escolastica) defendem que ¢ a nocdo de verdade
que vem antes da de julgamento evidente (prova), ao contrario do que defende Husserl
e Kant, embora Brentano tenha mudado de lado posteriormente.

A questdo é saber, afinal, como um idealista vai saber que uma proposigcéo é
verdadeira sem haver um parametro realista da proposi¢do (com o0 que o agente
comparara para ter essa resposta? No fim, sua prova vai parecer uma mera opinido) e,
por outro lado, como se poderia ter o conceito de verdade antes da prova se a prova € a
Unica forma de conhecer (provar) a verdade?

Por fim, L6f diz que uma prova em si mesma néo provaria qualquer coisa até
que a verificadssemos. Basicamente, entrariamos em uma regressao infinita de provas das
provas das provas... ad infinitum. Sabendo da inviabilidade disso, o autor apenas nos
recomenda nos “contentarmos’ com nossas limitacoes e, pelo menos, abrir algumas

discussoes acerca dos nossos possiveis erros.
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A verdade de uma proposicdo, segundo o autor, é diferente de verdade de uma
prova, sua validade, conclusividade, pois a segunda tem a ver com o ato de saber e,
adicionalmente, aos objetos do conhecimento, enquanto a primeira ndo teria
necessariamente ligagdo com aquilo que podemos saber (0 que ja vimos ser estranho no
primeiro problema, pois parece claro que precisamos saber se entendemos a proposigao,
isto &, julga-la).

O autor afirma que o idealismo tedrico do conhecimento € compativel com o
“realismo metafisico” (ao contrario do realismo teérico do conhecimento, o qual afirma
que o mundo existe independentemente de nossa cogni¢do) no sentido dos dois terem
como dada a nog¢do de verdade e de realidade (a qual, de fato, € bem aberta) e que,
portanto, elas podem ser checadas, ao contrario do subjetivismo ou relativismo. O
problema deste caso € que ndo soa rigida a teoria que dependa de noc¢des “dadas” (por
quem?) de verdade e de realidade. Haveria alguma referéncia precisa para isso?

Em suma, a teoria de Lof estabelece que uma proposicédo é definida pelo con-
junto de suas provas diretas. [sso leva a conclusdo intuicionista de que a verdade de uma
proposicdo é equivalente a existéncia de uma prova para ela. No entanto, essa aborda-
gem ¢ idealista, pois assume que a verdade depende do conhecimento humano e néo
de um critério objetivo independente. A questéo filoséfica central é&: como podemos jus-

tificar uma proposi¢cdo sem um padrdo de referéncia externo (realista)?

Concluséo

A anélise critica apresentada demonstra que a teoria de tipos intuicionista de Lof,
apesar de sua elegancia formal, enfrenta sérios desafios conceituais. A relagdo entre jul-
gamento e proposicdo, a validade da disjunc¢éo sem formalizagdo prévia, a distingdo en-
tre conjunto e categoria, e a defini¢do intuicionista de verdade sdo pontos que exigem

revisdo e aprofundamento filosofico. A resolugédo dessas ambiguidades pode impactar
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significativamente a aplicacdo da teoria, tanto em logica matemaética quanto em com-

putacéao.
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