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Resumo: Este artigo tem como objetivo apresentar uma abordagem para explorar a sequéncia
de Padovan de forma articulada a teoria dos grupos finitos, no contexto do ensino de
matematica. Para isso, adota-se como metodologia de pesquisa a Engenharia Didatica, em suas
duas primeiras fases — analises preliminares e concepcdo e andlise a priori —, de modo
combinado a Teoria das Situacdes Didaticas, para a composicdo de um modelo de ensino.
Utiliza-se como suporte o software GeoGebra, em que se relaciona a sequéncia de Padovan,
gue é uma sequéncia infinita, aos grupos finitos a partir da congruéncia modular, reescrevendo-
a como sequéncia finita. A partir da construcdo no GeoGebra e sua analise, foram identificados
padrdes ciclicos na sequéncia de Padovan modulo m e discute-se como esses padrées podem
ser explorados didaticamente, propondo atividades praticas e mediacOes especificas para o
ensino de conceitos de grupos finitos em sala de aula.

Palavras-chave: Sequéncia de Padovan. Teoria dos Grupos. GeoGebra. Ensino de matematica.

ARTICULATION BETWEEN RECURSIVE SEQUENCES AND FINITE
GROUP THEORY: THE CASE OF THE PADOVAN SEQUENCE

Abstract: This article aims to present an approach to explore the Padovan sequence in
conjunction with finite group theory in the context of mathematics education. To this end, it
was adopted the Didactic Engineering as research methodology, in its first two phases -
preliminary analyses and conception and a priori analysis -, combined with the Theory of
Didactical Situations, to compose a teaching model. It was used the GeoGebra software as
support, where it was related the Padovan sequence, which is an infinite sequence, to finite
groups through modular congruence, rewriting it as a finite sequence. Based on the construction
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in GeoGebra and its analysis, there were identified cyclical patterns in the Padovan sequence
module m and was discussed how these patterns can be explored didactically, proposing
practical activities and specific mediations for teaching concepts of finite groups in the
classroom.

Keywords: Padovan Sequence; Group Theory. GeoGebra. Mathematics teaching.

Introducéo

O estudo de sequéncias numéricas envolve a analise de listas infinitas de numeros reais,
em que cada termo depende do seu antecessor. Entre essas sequéncias, destacam-se as
sequéncias lineares recursivas, que sdo geradas por meio de uma recorréncia linear, conhecida
como foérmula de recorréncia. Essa formula permite calcular os termos subsequentes da
sequéncia com base nos termos anteriores, sendo importante definir os termos iniciais e a
formula de recorréncia para toda sequéncia linear (Vieira et al., 2023).

Enquanto a Sequéncia de Fibonacci é amplamente abordada em disciplinas que
envolvem a Histéria da Matematica, outras sequéncias, como a Sequéncia de Padovan, sdo
frequentemente ndo abordadas (Alves; Catarino, 2022). Contudo, argumentamos que 0 estudo
de outras sequéncias, como o caso da Sequéncia de Padovan, pode enriquecer o curriculo desses
cursos, proporcionando aos futuros professores uma visdo mais abrangente das sequéncias
numeéricas e incentivando a exploracdo de diferentes padrbes e propriedades matematicas.

Neste artigo discutimos a importancia de incluir a sequéncia de Padovan no ensino de
sequéncias lineares recorrentes em cursos de Licenciatura em Matematica e, neste ensejo,
buscamos uma abordagem que associe seu estudo a outros topicos da matematica, como as
estruturas algébricas de grupos, sendo esta proposta algo ainda ndo discutido na literatura
académica.

A sequéncia de Padovan, assim como a sequéncia de Fibonacci, é uma sequéncia
numerica recorrente que surge em Vvarias areas da Matematica e Ciéncia e tem relagdo com o
numero plastico® (Spinadel; Buitrago, 2009; Ferreira, 2015; Vieira; Alves, 2019). Neste artigo,
exploramos a sequéncia de Padovan sob a ética da teoria dos grupos finitos, uma area da
Algebra Abstrata que estuda grupos com um nimero finito de elementos, e discutimos sua
aplicacdo em um contexto de ensino de matemaética.

Os grupos finitos sdo conjuntos finitos equipados com uma operacao binaria que satisfaz

certas propriedades, como associatividade, identidade e inverso para cada elemento (Garcia;

® O nlimero plastico é um sistema de proporcdes de grande importancia na teoria da arquitetura, fundamentado em
um namero irracional com um valor aproximado 1,32.
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Lequain, 2015; Zahirovi¢ et al., 2019). Eles sdo fundamentais em muitas areas da matematica,
incluindo Algebra, Teoria dos Numeros e Geometria. Na analise da sequéncia de Padovan,
almejamos explorar como os padrdes ciclicos observados estdo relacionados as propriedades
de grupos finitos.

O GeoGebra oferece uma ferramenta poderosa para visualizar e explorar esses padroes
de maneira interativa. Ao usar o GeoGebra, podemos plotar graficos dos termos da sequéncia
de Padovan médulo m (o que nominaremos ao longo do artigo por mod m, onde m é um
numero primo) para diferentes valores de m. Vale ressaltar que 0 mdédulo m é o método
matematico em que utiliza o resto da divisdo entre dois numeros. 1sso nos permite observar
como os padrdes ciclicos se manifestam e como eles estao relacionados aos conceitos de grupos
finitos.

A Teoria das Situaces Didaticas (TSD) e a Engenharia Didatica (ED) sao abordagens
tedrico-metodoldgicas originadas dos estudos da Didatica da Matematica Francesa (Brousseau,
2008; Artigue, 2014; 2020) e, de modo combinado, oferecem suporte ao ensino e a
aprendizagem da Matematica, enfatizando a construcdo do conhecimento pelos estudantes por
meio de situacOes de ensino cuidadosamente projetadas e contextualizadas.

Nessa perspectiva, adotamos a TSD como teoria de ensino e a ED enquanto metodologia
de pesquisa de forma combinada, visando estruturar um modelo direcionado ao ensino da
sequéncia de Padovan associada a grupos finitos na Licenciatura em Matematica. Consideramos
que essas abordagens podem oferecer uma estrutura eficaz para promover a compreensao dos
conceitos envolvidos.

Neste trabalho, por tratar-se de uma proposta de ensino, adotamos apenas as duas
primeiras fases da ED — analises preliminares e concepc¢éo e analise a priori, apresentadas de

modo pormenorizado e desenvolvidas nas se¢des subsequentes.
Metodologia: Engenharia Didatica

Optamos por empregar como metodologia para este estudo a Engenharia Didatica (ED),
concentrando-nos nas suas duas primeiras fases: analises preliminares e concepcéo e anélise a
priori. Nosso objetivo é desenvolver uma proposta de abordagem didatica que possa ser
utilizada pelo professor como suporte metodoldgico para tratar da associagéo entre a sequéncia
de Padovan e grupos finitos em sala de aula.

A escolha da ED se deve ao fato de ser uma metodologia de pesquisa que facilita a
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emergéncia de fendmenos didaticos em condi¢cBes 0 mais proximas possivel do ambiente de
uma sala de aula convencional. Esta metodologia foi desenvolvida para a sistematizacéo e
organizacdo de estudos que investigam os processos de ensino e aprendizagem de conteidos
matematicos (Artigue, 2014; 2020; Almouloud; Coutinho, 2008; Sousa et al., 2022).

A ED possui quatro fases, que séo (i) analises preliminares; (ii) concepg¢do e analise a
priori; (iii) experimentacdo; e (iv) anélise a posteriori e validagdo. Neste trabalho, por tratar-se
da juncéo entre duas pesquisas de doutorado em andamento, que por sua vez consiste em uma
proposta de ensino, discute as fases (i) e (ii) da ED, como mencionado anteriormente.

Na primeira fase — analises preliminares — realizamos uma breve revisdo dos conceitos
envolvidos, como a sequéncia de Padovan, a teoria dos grupos finitos e o conceito de
congruéncia modular de forma associada. Esta etapa consiste na analise matematica do tema.
A partir da revisdo da literatura realizada sobre a sequéncia de Padovan e grupos finitos,
identificamos lacunas no ensino que poderiam ser abordadas pela abordagem didéatica proposta.

Na segunda fase — concepcdo e analise a priori — elaboramos e apresentamos um modelo
didatico (Brousseau, 2002), norteado pela Teoria das Situacfes Didaticas (Brousseau, 2002;
2008) e amparado nos pressupostos da Engenharia Didatica, visando a discussdo matematica
da articulacdo da sequéncia de Padovan e grupos finitos, com énfase em grupos ciclicos.
Contamos com o aporte visual do GeoGebra, no tocante a visualizagdo do comportamento da
sequéncia, no que diz respeito a congruéncia modular e em sua escrita como grupo ciclico finito.
A analise a priori envolveu a previsdo de possiveis dificuldades e pontos de aprendizado dos
alunos ao explorar a sequéncia de Padovan com o GeoGebra, antecipando os tipos de mediacédo
que o professor precisaria fornecer.

Segundo Brousseau (2002), um modelo didatico é uma estrutura conceitual que
descreve como o0 conhecimento matematico é construido e transmitido em uma situacéo de
ensino, considerando os conteddos matematicos a serem ensinados, 0s métodos e estratégias
utilizados pelo professor e as interagdes entre o professor e os alunos, conhecidos como
trindmio didatico (professor, aluno e saber). Para estruturd-lo, baseamo-nos nas dialéticas da
TSD, que sdo agdo, formulagéo, validacdo e institucionalizacdo, visando amparar o0 ensino e
propiciar um ambiente de aprendizagem que apoie 0s estudantes em sua compreensdo
matematica.

Nas se¢Oes seguintes trazemos o desenvolvimento detalhado destas duas fases da ED

supracitadas.
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Anélise preliminar: a sequéncia de Padovan e sua articulagédo aos grupos finitos

Os nameros de Padovan foram descobertos pelo arquiteto italiano Richard Padovan
(1935 - ?), originario da cidade de Padua. Esta sequéncia guarda semelhancas com outras
conhecidas sequéncias numéricas, como a de Fibonacci, apresentando uma natureza aritmética
e composta por numeros inteiros (Vieira et al., 2019). Podemos formalizar essa definicéo por
meio de uma relacao recursiva:

Definicdo 1. A sequéncia de Padovan pode ser expressa pela equacao recursiva:

Pho=Py s+ Py s
onde P, representa o0 n-ésimo termo da sequéncia, em que seus termos iniciais sdo P, = P; =
P, = 1. Assim, seguindo a relacdo, tem-se que 0s primeiros termos da sequéncia de Padovan
sd01,1,1,2, 2, 3,4,5,7,eassim por diante.

Seu polindmio caracteristico é dado por x3 —x — 1 = 0, com trés raizes, sendo duas
raizes complexas e conjugadas e uma terceira raiz real, denotada pelo numero plastico ¥ =
1,324 ... (Ferreira, 2015; Vieira et al., 2019; Alves; Catarino, 2022).

Jano que diz respeito a Teoria dos Grupos, estes podem ser definidos como um conjunto
ndo-vazio G, que ao ser munido de uma operacao *, denomina-se um grupo se, e somente se,
para cada par de elementos (a, b) de G é possivel associar um Unico c € G,emquec =a*b
(Garcia; Lequain, 2015). De modo equivalente, pode-se compreender que existe uma funcao:

G X G -0
(a,b) — a=xb
onde o par (G,*) é considerado um grupo, se satisfeitas as seguintes propriedades:

(i) (Associativa) a * (b * ¢) = (a * b) * c, para quaisquer a, b, c € G.

(if) (Existéncia de elemento neutro) Existe e € G, tal que axe =e xa = a, para
qualquer a € G.

(iii) (Existéncia de inverso) Paracada a € G, existe b € G,talquea * b=b * a =e.

E, ainda, caso seja identificada e satisfeita a propriedade:

(ivya * b=b * a,V a,b € G (comutativa)

dizemos que o grupo é abeliano.

No que tange a especificidade de nosso trabalho, acerca dos grupos finitos, temos as
Definicbes 2, 3 e 4, que versam sobre grupos finitos, subgrupos e grupos ciclicos
respectivamente, e foram descritas de acordo com Garcia e Lequain (2015). Ressaltamos que,

dada a brevidade do manuscrito, deixamos estas duas referéncias para consulta de suas provas
5
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e demonstragoes.

Defini¢cdo 2. Dado um conjunto G dito finito, tem-se que um grupo (G,*) é um grupo finito, em
que 0 seu numero de elementos é denominado ordem do grupo o(G) ou |G].

No caso dos grupos finitos, a tAbua da operacdo * é chamada tabua do grupo, em que

podemos analisar todas as possibilidades e arranjos entre seus elementos. Dentro do campo da
Teoria dos Grupos, existem os grupos finitos denominados por grupos ciclicos, mas antes de
entendermos seu conceito, precisamos mencionar uma definicdo anterior, que trata sobre
subgrupos:
Definicdo 3. Seja G um grupo e A um subconjunto ndo vazio de G. Denotamos por (A) o
subgrupo gerado por A. Quando A = {a}, escrevemos (a). O subgrupo (A) pode ser
caracterizado como o conjunto de todos os produtos dos elementos de A e seus inversos, de
modo que:

(A) = {a,*1,a,%2, ...,a,""; a; € A, k; € Z,n € N}

()
onde a; é um elemento de A, k; é um inteiro e n € um nimero natural. A partir do conceito de
subgrupos trazemos a defini¢cdo de grupo ciclico:
Defini¢do 4. Dado um grupo G e um elemento a em G, o subgrupo gerado por a denotado por
(a), é o conjunto de todos os produtos dos elementos de a e seus inversos.

Em outras palavras, (a) € o menor subgrupo de G que contém a. Ou seja, um grupo G é
dito ciclico quando este € gerado por um Unico elemento (g), chamado gerador do grupo. Nos
grupos ciclicos todos os elementos de G séo poténcias de g. Se o grupo G ¢é igual ao subgrupo
gerado por a, isto €, G = (a), entdo dizemos que G é ciclico e que a € um gerador de G. Isso
significa que todos os elementos de G podem ser expressos como poténcias de a e seus inversos.

A nocdo de grupo foi um instrumento da mais alta importancia para a organizagdo e o
estudo de muitas partes da matematica. Em nivel mais elementar, um exemplo € a teoria das
simetrias, como colocado na obra classica Symmetry, em que o autor explora profundamente o
conceito de simetria e sua importancia em diversos contextos matematicos e fisicos (Weyl,
1983). Diversas aplicagdes da Teoria dos Grupos retratam simetrias geométricas, onde a cada
figura associa-se um grupo. Outro ponto relevante é que muitos problemas matematicos que
envolvem objetos simétricos sdo mais simples de se resolver a partir de um ndmero finito de
operacdes algebricas (soma, subtracdo, multiplicacdo, divisdo e extracao de raizes).

Outro conceito a ser abordado nesta andlise preliminar diz respeito a congruéncia

modular, parte do estudo de aritmética dos restos em Teoria dos Numeros. A congruéncia
6
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modular € uma relacdo de equivaléncia entre inteiros, onde dois nimeros sdo considerados
congruentes se possuem 0 mesmo resto quando divididos por um ndmero inteiro positivo
chamado de mddulo (Hefez, 2014). Formalmente, trazemos a definicéo 5:

Defini¢do 5. Dados dois inteiros a e b e um inteiro positivo m, dizemos que a é congruente a
b médulo m e escrevemos a = b(mod m) se m divide a — b (Hefez, 2014).

A congruéncia modular tem relacdo com grupos finitos e grupos ciclicos,
principalmente quando lidamos com grupos de inteiros médulo m. No contexto dos inteiros
modulo m, um grupo ciclico é formado pelos restos das poténcias de um ndmero inteiro
coprimo com m. Por exemplo, se m € primo, entdo todos os inteiros entre 1 e m — 1 sdo
coprimos com m, e assim formam um grupo ciclico quando considerados com a operacéao de
multiplicacdo modulo m.

De outra forma, consideremos G como um grupo ciclico finito gerado por a. Cada
elemento em G pode ser representado como uma poténcia de a. Quando trabalhamos com
inteiros modulo m, as poténcias de um inteiro coprimo com m percorrem todas as classes de
congruéncia médulo m. Portanto, hd uma correspondéncia direta entre os elementos de um
grupo ciclico e as classes de congruéncia modulo m.

No que diz respeito a articulacdo entre a sequéncia de Padovan e a teoria dos grupos
finitos, via congruéncia modular, esta pode ser analisada a partir de ciclos, propriedades de
simetria e outras caracteristicas estruturais. No entanto, ndo encontramos trabalhos na literatura
que fornecam este aporte tedrico, 0 que nos motivou a desenvolvé-lo para discussdo no ambito
da sala de aula da licenciatura em matematica.

Assim, nossa ideia parte da identificacdo de padrdes na sequéncia de Padovan usando
conceitos da teoria dos grupos finitos, visando explorar propriedades como simetria, as
operacOes de grupo e estruturas ciclicas. No caso, € possivel investigar se existem padrdes
ciclicos na sequéncia de Padovan, ou seja, se existem subsequéncias que se repetem
periodicamente, que podem revelar informag6es sobre a estrutura interna da sequéncia. Ao
aplicar teoremas da teoria dos grupos finitos que descrevem propriedades de grupos ciclicos,

pode-se entender melhor os padrdes ciclicos na sequéncia de Padovan.

Teorema 1. Seja Pi(m)a sequéncia de Padovan mod m. Entdo, {Pn(m)} é a forma simplesmente
periddica da sequéncia de Padovan (Tas; Karaduman, 2014).

De modo abreviado, o Teorema 1 afirma que se considerarmos a sequéncia de Padovan
e ao calcularmos mddulo m, onde m é um ndmero inteiro positivo, entdo a sequéncia resultante

sera periodica. Isso significa que apos um certo ponto, 0s nUMeros na sequéncia irdo se repetir,
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segundo um padrdo regular denominado de periodo. Para um maior aprofundamento,
recomenda-se a leitura da obra de Tas e Karaduman (2014), em que este resultado foi
demonstrado detalhadamente pelos autores.

Na sequéncia de Padovan, pode-se observar um padrdo ciclico quando analisamos 0s
restos da divisdo dos termos por um numero primo. Podemos demonstrar isto usando o modulo
m de um numero primo, como mostra o Teorema 1. Por exemplo, considere a sequéncia de
Padovan (mod 3):

(@) Os primeiros termos da sequéncia de Padovan sdo: 1,1,1, 2,2, 3,4,5,7,9, 12, 16, ...
(b) Ao calcular esses termos modulo 3, temos (Quadro 1):

Quadro 1: Amostra dos 30 primeiros termos da Sequéncia de Padovan mod m

PO =1 PO —p® 1 p® =1 [ p® = p® 1 p® g
P® =1 P = p@ { p® o | p® = p® 4 p® — g
® _ ® _p® L p® _q1 | p® _ p® 4 p® _
P2 =1 P13 _Pll +P10 =1 P24- _PZZ +P21 =1

P = p® 1 p® =

3) _ p® (3) _
Py =Py +Ph; =1

@ _ p® 4 p® _
P25 _P23 +P22 =0

PO —p® 4 p® —

® _ p® , p® _
P15 _P13 +P12 =1

3 _ p® (3) _
P =Py th3 =1

® _ p® 4 p® _
P =p® +p® =0

3) _ p® (3) _
Pg =Py PR3 =2

3 _ p® (3) _
Py =Ps +h, =1

@ _ p® L p® _
PP =p% + P =1

3) _ p® 3) _
b7 =P +P, =2

3 _ p® (3) _
Py =P PR =1

PP =p® +p¥ =2

® _ pB® 4 pB _
P18 _P16 +P15 =0

3 _ p® (3) _
Py =Py + Py =2

@ _ p® 4 p® _
B =P +pP =1

3) _ p® 3) _
Py =P5; +Pg =1

3 _ p® (3) _
Pyy" =Py +PBy7 =2

@ _ p® L p® _
BV =P +pP =0

@ _ p® 4 p® _
PZO _P18 +P17 =2

PP = p® 4 p® g

@ _ p® 4 p® _
P21 _P19 +P18 =1

3 _ pB , pB
BV =B+ P

Fonte: Elaborada pelos autores.

Podemos observar que apos os trés primeiros termos (1, 1, 1), a sequéncia comeca a
repetir-se: 1, 2, 2, 0. 1sso constitui um padrdo ciclico que se repete a cada quatro termos. Esse
padréo ciclico ocorre porque os nimeros de Padovan sdo gerados pela soma dos trés termos
anteriores, portanto, ao calcular médulo 3, cada novo termo é determinado apenas pelos trés
termos anteriores, formando um ciclo (ver Figura 1). Esse padrdo ciclico pode ser observado
para outros numeros primos também, resultando em diferentes ciclos de comprimento na
sequéncia de Padovan quando consideramos diferentes modulos, o que sugere a presenca de

um padrao definido que esta intrinsecamente ligado as propriedades do grupo finito subjacente:
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Figura 1: Padréo ciclico da sequéncia de Padovan mod 3
Sequéncia Padovan Mod 3
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Fonte: Elaborada pelos autores.

A Figura 1 ilustra o comportamento ciclico da sequéncia de Padovan modulo 3. Em sala
de aula, essa figura pode ser utilizada para demonstrar a aplicacdo de conceitos de congruéncia
modular, incentivando os alunos a explorar outros modulos e observar padrdes similares.
Destaca-se que o padrdo ndo € continuo, uma vez que a sequéncia por si s6 ndo é de natureza
discreta. A linha (em azul) representada Figura 1 conecta cada ponto, no intuito de facilitar a
percepcédo do padrao.

O GeoGebra é uma ferramenta que permite visualizar e explorar esses padrdes de
maneira interativa. Ao usar o GeoGebra, podemos plotar graficos dos termos da sequéncia de
Padovan modulo m para diferentes valores de m (sendo este m um namero primo). Isso nos
permite observar como os padrdes ciclicos se manifestam e como eles estdo relacionados aos
conceitos de grupos finitos.

Diversos autores defendem o uso do GeoGebra no que diz respeito a visualizacao
(Bairral; Barreira, 2017; Alves, 2019; Mathias et al., 2019). Bairral e Barreira (2017, p. 52)
afirmam que “a visualizacdo e a representacdo sdo evidenciadas como uma das potencialidades
dos ambientes de geometria dindmica, como o GeoGebra”.

No caso deste trabalho, a visualizagdo no GeoGebra pode proporcionar melhor
compreensdo acerca dos padrdes na sequéncia de Padovan, bem como ser uma ferramenta
valiosa para o desenvolvimento do tema. Os estudantes podem explorar os padrbes de forma
interativa, experimentando diferentes valores de m e observando como eles afetam o
comportamento da sequéncia. Deste modo, espera-se que esta abordagem reforce a
compreensdo de conceitos de grupos finitos, além de promover uma apreciacédo mais profunda

de sequéncias numeéricas recorrentes como um todo.

Concepcao e analise a priori: uma proposta para o0 ensino

Artigue (2014) explica que uma analise a priori procura especificar as possibilidades
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selecionadas no processo experimental, os valores das variaveis didaticas produzidas a partir
dessa selecéo e o significado dos comportamentos esperados, considerando esses valores. Em
complementaridade, Almouloud e Coutinho (2008) enfatizam que nesta etapa devem ser
consideradas a caracterizacao da situacao didatica desenvolvida, a analise do que pode estar em
jogo para o estudante, a previsdo de campos de comportamentos possiveis, bem como a
demonstracdo de como a andlise permite controlar seus significados, assegurando que tais
comportamentos ocorram em consequéncia do desenvolvimento visado pela aprendizagem.

Nesse sentido, buscamos nesta analise a priori estruturar uma situacdo didatica
almejando que os estudantes da licenciatura em matematica compreendam a relagdo entre a
sequéncia de Padovan e grupos finitos, utilizando o GeoGebra para visualizacdo e exploragao
de padrdes ciclicos. Para isso, utilizamos a Teoria das Situa¢6es Didaticas de Brousseau (2002;
2008), como forma de modelar uma situacédo de ensino com base nas dialéticas da TSD — acéo,
formulacéo, validacdo e institucionalizacao.

Na perspectiva de Brousseau (2008), o triangulo didatico — professor, aluno e saber - é
composto pelos pilares da relacdo didatica de forma dinamica em que a acdo do professor inclui
um marcante componente de regulacdo do processo de aquisicdo do aluno. O proprio aluno
aprende regulando sua relacdo com seu ambiente. Assim, de acordo com o autor s&o
consideradas as interagdes professeur-éléve, professeur-savoir e éléve-savoir, além do meio
(milieu) como ambiente onde o aluno atua de modo autonomo. Desta forma, o conhecimento
resultante da adaptacao do aluno se manifesta a partir de novas respostas, sendo estas evidéncias
de sua aprendizagem.

Para esta proposta didatica, o professor pode iniciar a sessdo de ensino solicitando aos
estudantes que compartilhem o que sabem sobre sequéncias numéricas e grupos finitos, o que
no caso seria a mobilizacdo de conhecimentos prévios (Brousseau, 2002). A partir disso, o
docente pode comentar sobre as sequéncias recorrentes, como a de Fibonacci, e outras
sequéncias relacionadas a ela, como a sequéncia de Padovan, bem como comentar 0 conceito
da estrutura algebrica de grupo. Neste momento, o professor deve instigar os estudantes a
investigar propriedades e fazer conexfes com conhecimentos anteriores e/ou outros topicos da
matematica, como o caso dos grupos finitos.

Ap0s apresentar a sequéncia de Padovan, o docente deve explicar que os estudantes irdo
explorar padrGes nessa sequéncia utilizando o GeoGebra. Desta forma, sugere-se como

questionamento norteador ou situagdo fundamental’ (Brousseau, 2002):

7 A situacdo fundamental descreve o contexto no qual ocorre a aprendizagem matematica, sendo caracterizada por
10
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Situagédo fundamental: Analise e investigue como os elementos da sequéncia de Padovan

podem estar relacionados aos elementos de um grupo finito, com base nas suas observacgoes

e manipulacao da construcao dada no GeoGebra.

A construgdo no GeoGebra esté ilustrada na Figura 2:

Figura 2: Comportamento da Sequéncia de Padovan mod m no GeoGebra
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23 351 0
24 465 0 "
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26 816 0 O‘
27 1081 1
@ 1432 1

Fonte: Elaboracdo dos autores.

Conforme as dialéticas da TSD, na situacdo de acdo, os estudantes de posse da situacdo
didatica e de seus conhecimentos prévios, agem sobre o problema a partir de uma tomada de
posicdo (Brousseau, 2008). Espera-se que neste momento, 0s estudantes utilizem o ambiente
lapis e papel para rascunhar alguns célculos e evidenciar propriedades na sequéncia de Padovan.
Algumas variaveis didaticas, no que diz respeito a propria estrutura da ED (Artigue, 2014)
podem surgir nesta fase, e sd@o colocadas aqui como um possivel comportamento previsto a
priori. Por exemplo, percepgOes sobre:

(a) Recorréncia: A sequéncia de Padovan é definida recursivamente, o que significa que

cada termo da sequéncia € obtido através de uma combinagdo dos termos anteriores;

trés elementos principais: 0 objeto do conhecimento, a instrumentacdo matematica e a consignificacdo, sendo o
contexto no qual ocorre a interacdo entre esses elementos. Os alunos tém a oportunidade de explorar, investigar e
construir significados em torno do objeto de conhecimento por meio da instrumentacdo matematica disponivel,
enguanto o professor cria e orienta a situacdo de aprendizagem, visando promover o desenvolvimento conceitual.

11
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(b) Padréo de Crescimento: Os termos da sequéncia de Padovan crescem rapidamente,
mas de uma maneira mais moderada do que a sequéncia de Fibonacci.

(c) Relacéo com a Sequéncia de Fibonacci: A sequéncia de Padovan pode ser vista como
similar a sequéncia de Fibonacci, diferenciando-se por seus termos iniciais. Enquanto a
sequéncia de Fibonacci é definida pela soma dos dois termos anteriores, a sequéncia de Padovan
é definida pela soma dos trés termos anteriores.

(d) Padrdes Visuais: Ao plotar os termos da sequéncia de Padovan em um gréfico,
podem surgir padrdes visuais interessantes, como formacbGes geométricas ou estruturas
similares a espirais. No caso da construcdo dada, € possivel perceber o comportamento dentro
da aritmética dos restos, via congruéncia modular.

(e) Propriedades Numéricas: Os estudantes podem descobrir propriedades numéricas
dos termos da sequéncia, como divisibilidade, padrdes de paridade, entre outros.

Na situacdo de formulacéo da TSD, os estudantes tracam suas conjecturas, de forma
oral ou escrita, mas ainda sem se preocupar com a formalidade matemaética e o rigor na
linguagem (Brousseau, 2008). Nesta fase, espera-se que o docente facilite a discussdo em grupo
(seja da sala de aula inteira ou pequenos grupos), e que os estudantes possam compartilhar suas
observacdes e hipoteses sobre os padrdes na sequéncia de Padovan. Eles devem ser desafiados
a descobrir como esses padrdes estdo relacionados aos conceitos de grupos finitos, bem como
a explicar suas descobertas e a justificar suas hipdteses.

Uma possivel formulacdo nesta etapa € a observacdo de simetrias, das operacfes de
grupo e da presenca de estruturas ciclicas na sequéncia de Padovan, sendo estas formulacdes
realizadas de forma manuscrita ou via software GeoGebra:

(a) Observacéo de simetrias: E possivel notar que a sequéncia de Padovan apresenta
uma simetria em relacdo ao seu ponto medio, o que significa que, se considerarmos a sequéncia
até certo ponto, os termos a esquerda do ponto médio sao refletidos pelos termos a direita. Deste
modo, pode-se explorar operacdes de simetria de grupos, como reflexdes e rotacdes, aplicadas
a sequéncia de Padovan para revelar padrbes ou propriedades.

(b) Identificacdo de padrdes relacionados a operacéo de grupo: outra possibilidade é
tentar encontrar operacfes de grupo que preservem certas propriedades da sequéncia de
Padovan. Por exemplo, a adi¢do modular e a congruéncia modular, como dada na construcéo,
podem ser operagdes de grupo relevantes para explorar padrdes na sequéncia. Assim, ao
investigar a propriedade do fechamento, deve-se analisar se a aplicagdo de certas operagdes de

grupo & sequéncia de Padovan mantém a sequéncia dentro do conjunto dos numeros de
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Padovan, ou seja, se ela permanece na mesma classe de equivaléncia.

(c) Estruturas ciclicas: Uma alternativa que pode ser percebida pelos estudantes séo 0s
ciclos na sequéncia. E possivel investigar se existem padrdes ciclicos na sequéncia de Padovan,
ou seja, se existem subsequéncias que se repetem periodicamente e, em caso afirmativo,
verificar seu periodo associando-o0 ao comprimento de ciclos em grupos ciclicos.

Ao explorar a construcdo em forma de applet no GeoGebra especificamente, 0s
estudantes vao se deparar com a congruéncia modular, ou seja, a sequéncia de Padovan mod m,
para diferentes valores de m, e investigar como os padrées mudam conforme o m varia. Eles
podem manipular os parametros e espera-se que percebam a relagdo existente os pontos azuis e
laranjas como sendo:

Pontos azuis: formados a partir dos pares ordenados (m,,m,), em que m, representa
0s P, nimeros da sequéncia de Padovan, e sdo associados a um nimero m,, que corresponde
ao resto do respectivo termo mod m, ou seja, m; = m, (mod m).

Pontos laranja: formados a partir dos pares ordenados (x, y), em que x representa quais
0s restos possiveis via congruéncia modular e y representa a quantidade de restos possiveis para
cada valor de m.

De forma visual no GeoGebra, tem-se (Figura 3):

Figura 3: Padovan mod 3, representacdo grafica no GeoGebra
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Fonte: Elaboracdo dos autores.
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Note que na Figura 3 (& esquerda) temos os 30 primeiros termos da sequéncia de
Padovan e seus respectivos restos mod 3, construidos na planilha do software. Na janela de
visualizagdo (a direita) temos em azul 0s seus respectivos restos e em laranja a quantidade de
cada resto. Na congruéncia mod 3, 0s possiveis restos sdo 0, 1 ou 2. Neste caso, temos 8 termos
da sequéncia com resto 0, 15 termos com resto 1 e 7 termos com resto 2. Utilizamos a
ferramenta caminho poligonal para observar o comportamento da sequéncia a partir desta

congruéncia modular. Um outro exemplo (Figura 4):

Figura 4: Padovan mod 5, representacdo grafica no GeoGebra
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Fonte: Elaboragdo dos autores.

Note que na Figura 4, similar ao exemplo anterior, temos os 30 primeiros termos da
sequéncia de Padovan e seus respectivos restos mod 5. No caso da congruéncia mod 5, 0S
possiveis restos sdo 0, 1, 2, 3 ou 4. Neste caso, temos 5 termos da sequéncia com resto 0, 11
termos com resto 1, 7 termos com resto 2, 3 termos com resto 3 e 4 termos com resto 4. O
caminho poligonal tracado mostra a alteracdo no comportamento da sequéncia a partir da
congruéncia modular mod 5.

Com base nas discussdes e nas possiveis observagdes acerca da construgdo, espera-se
que os estudantes, durante a situacao de validacdo consigam demonstrar que a sequéncia de
Padovan mod m forma um grupo finito e, mais especificamente, um grupo ciclico. Deste modo,
faz-se necessario que eles verifiguem as propriedades para que isso seja verdadeiro. Um
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possivel modelo de validacao € apresentado nos pardgrafos que se seguem.

Para demonstrar que a sequéncia de Padovan mod m forma um grupo finito, € preciso
verificar se ela possui as seguintes propriedades:

a) Fechamento: Para todo a, b pertencentes a sequéncia de Padovan mod m, tem-se que
a + b também pertence a sequéncia.

Prova: Sejam a, b dois elementos da sequéncia de Padovan mod m, ou seja, a =
P,(mod m) e b = PB,,(mod m) para alguns inteiros n e m. Pela defini¢cdo da sequéncia de
Padovan, temos que B, = P,_, + P,,_3 € B, = P,,_, + Pp,_3. Isso implica que, a0 somarmos
a e b obtemosa + b = B, + B,, (mod m).

Considerando a adicdo mddulo m, que € uma operagdo binaria bem definida sobre
Z/mZ, essa operacdo preserva a congruéncia médulo m. Portanto, a + b é congruente a algum
termo da sequéncia de Padovan mod m.

Como P, + B, também é uma soma de termos da sequéncia de Padovan, segue-se que
a soma a + b pertence ao conjunto dos elementos da sequéncia de Padovan mod m. Portanto,
a sequéncia de Padovan mod m é fechada sob a opera¢édo de adi¢éo. m

b) Identidade: Existe um elemento neutro na sequéncia, que quando somado a qualquer
outro elemento resulta no proprio elemento.

Para a sequéncia de Padovan mod m, o elemento neutro da soma é 0, uma vez que 0 +
a = amod m, paratodo a € P,.

c) Inverso: Para todo elemento a na sequéncia, existe um elemento b na sequéncia tal
que a + b é congruente a 0 mod m.

Prova: Para cada elemento a na sequéncia de Padovan mod m, existe um inverso b tal
que a + b = 0mod m. Isso é garantido pela finitude da sequéncia de Padovan mod m,
garantindo que todos os elementos tenham inversos.

d) Associatividade: A operacgdo de adi¢do na sequéncia é associativa.

Se a, b, c séo elementos da sequéncia de Padovan mod m, entdo (a + b) +c=a +
(b + c)mod m. Portanto, a operacgdo de adicdo na sequéncia de Padovan mod m é associativa.

Além disso, para demonstrar que a sequéncia de Padovan mod m € um grupo ciclico,
precisamos mostrar que existe um elemento gerador g tal que, quando elevado a qualquer
poténcia, produz todos os elementos do grupo.

Prova: Ao escolhermos um elemento g na sequéncia de Padovan mod m, este deve ser
coprimo a m. Ou seja, gcd(g,n) = 1. Elevamos g a diferentes poténcias k e verificamos se
todos os resultados sdo diferentes mod m. Se g* produzir todos os elementos distintos da
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sequéncia de Padovan mod m, entdo g é um gerador. Se g é um gerador, entdo os elementos
da sequéncia de Padovan mod m podem ser obtidos elevando g a diferentes poténcias. Ou seja,
para cada k, existe um n tal que g™ = k mod m, onde k € um elemento da sequéncia de
Padovan mod m.

Portanto, concluimos que a sequéncia de Padovan mod m é, de fato, um grupo finito e
um grupo ciclico. m

Na situacdo de institucionalizacdo, ap6s analisar tudo o que foi exposto e dialogado
pelos estudantes, o professor deve retomar o controle da situacdo didatica e organizar os
conhecimentos apresentados, no intuito de validar o modelo descrito (Brousseau, 2002),
descartando ou corrigindo as interpretagdes incoerentes e/ou inadequadas.

Nesta fase, € possivel que o docente, além de discutir e demonstrar o Teorema 1, retome
conceitos de teoria dos grupos, teoria dos ndmeros e de sequéncias numeéricas recorrentes. E
possivel verificar outras possibilidades com o software GeoGebra e analisar o0 comportamento
da sequéncia de Padovan mod m, instigando os estudantes a verificar se 0 mesmo ocorre com
outras sequéncias de natureza similar.

Ilustramos outras possibilidades que podem ser exploradas e mencionadas pelo docente,

como explicar o funcionamento de cada elemento grafico apresentado (Figura 5):

Figura 5: Possibilidades de elementos a serem destacados pelo docente na situacéo de

institucionalizagdo
) .
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Fonte: Elaboracdo dos autores.

Com uso do Google Colab e fazendo uso da lei de formacéo da sequéncia de Padovan
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mod m, € possivel perceber o periodo de repeti¢do no grafico da sequéncia para valores de m
igual a 3 até 7 (Figura 6). A transformada de Fourier foi utilizada para decompor a sequéncia
de Padovan em componentes frequenciais, mostrando padrdes ciclicos que ndo sdo

imediatamente visiveis na sequéncia original:

Figura 6: Padovan mod m, a partir da transformada de Fourier
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Fonte: Elaboracdo dos autores.

E possivel destacar alguns achados significativos, como ciclos, padrdes de repeticio e
evidéncias de um grupo ciclico dentro da sequéncia de Padovan mod m e discutir as possiveis
aplicacdes e implicacdes dos padrdes identificados. Assim, esta situacdo didatica oferece uma
nova perspectiva sobre a sequéncia de Padovan e sua relacdo com os grupos finitos, ampliando
0 entendimento sobre a estrutura e 0 comportamento dessa sequéncia, bem como sobre os
grupos finitos em geral.

Além disso, os resultados tém implicacdes significativas para o ensino de matematica,
relacionando-se com disciplinas da licenciatura, como Estruturas Algébricas, Historia da
Matematica e Teoria dos NUmeros. Isso destaca a relevancia pratica da pesquisa para a
formacéo de futuros professores de matematica e o desenvolvimento de estratégias de ensino
inovadoras e eficazes, em um modelo de abordagem integrada.

Ademais, esses resultados sugerem que a sequéncia de Padovan pode ser uma
ferramenta eficaz para introduzir conceitos avancados de teoria dos grupos em cursos de
Licenciatura em Matematica, especialmente quando combinada com ferramentas visuais como
0 GeoGebra, que facilita a compreensao dos padrdes subjacentes.

Por fim, apontamos a viabilidade e beneficio de uma abordagem baseada na TSD e na
17
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ED ao mobilizar a compreensdo dos alunos a partir da associacdo de diferentes conceitos e
topicos matematicos, no intuito de promover o aprendizado significativo, por serem teorias que
preconizam o protagonismo do estudante no desenvolvimento de hipdteses e apreensdo do

conhecimento.
Considerac0es finais

Esta pesquisa representa uma contribuicdo original para a literatura de Educacédo
Matematica, uma vez que os resultados obtidos ao associar a sequéncia de Padovan com grupos
finitos, especialmente quando considerada médulo m, ndo foram previamente explorados ou
publicados, o que demonstra a relevancia e o potencial impacto desta pesquisa no avango do
conhecimento matematico.

Esta pesquisa demonstra como a sequéncia de Padovan, quando analisada sob a 6tica da
teoria dos grupos finitos e com o suporte do GeoGebra, pode enriquecer o ensino de
matematica, oferecendo novas perspectivas para o ensino de estruturas algébricas em cursos de
Licenciatura. A aplicacdo didatica proposta fornece um modelo para professores, que pode ser
expandido para outras sequéncias numéricas.

Esta proposta de ensino buscou explorar a articulagdo entre sequéncias recursivas e
teoria dos grupos finitos, com foco na sequéncia de Padovan a partir da congruéncia modular.
Desta forma, os pontos chave deste trabalho incluem a identificacdo de padrfes ciclicos na
sequéncia de Padovan mod m, demonstrando sua natureza intrinsecamente relacionada com os
grupos finitos. Esses achados tém implicacdes significativas para o ensino, fornecendo uma
abordagem integrada e significativa para o ensino de conceitos complexos, como o0 campo da
Algebra Abstrata.

Observamos que o padrdo ciclico pode ser observado em outros nimeros primos, como
evidenciado pelas imagens que ilustram os casos m = 3 e m = 5. Isso resulta em diferentes
ciclos de comprimento na sequéncia de Padovan, quando consideramos diferentes modulos,
ampliando a compreensdo sobre a estrutura dessa sequéncia e sua relagdo com os grupos finitos.

Além disso, destacamos a possibilidade de replicacdo deste estudo para outras
sequéncias recursivas, bem como a importancia do GeoGebra e dos insights que o software
pode fornecer por meio da visualizagdo dindmica dos padrées identificados. Essa ferramenta
pode ser utilizada para enriquecer a experiéncia de aprendizagem dos estudantes, bem como

promover a compreensao dos conceitos abordados.
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Sugerimos que este trabalho seja direcionado a professores de matematica do ensino
universitario, bem como a pesquisadores interessados em explorar novas abordagens
metodologicas para 0 ensino da matematica. Reconhecemos, no entanto, algumas limitagdes
deste estudo, como a necessidade de uma maior investigacdo sobre os padrdes observados e sua
generalizacdo para outras sequéncias recursivas. Propomos, portanto, estudos futuros que
explorem essas questdes em maior profundidade, visando contribuir ainda mais para o avango

do conhecimento nesta area.
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