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Resumo: O artigo mostra uma pesquisa qualitativa cujo objetivo foi evidenciar a relacdo entre
a Teoria dos Trés Mundos da Matematica e a linguagem matematica presente em conceitos de
Caélculo Diferencial e Integral, especificamente, na Regra da Cadeia. Para o desenvolvimento
do estudo, realizou-se uma revisdo bibliografica em trabalhos selecionados no Catalogo de
Teses e Dissertaces da Coordenacdo de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior
(CAPES). Buscou-se por pesquisas de mestrado e doutorado académico utilizando um recorte
temporal de 2018 até 2023, com o descritor “trés mundos da matematica”. A Teoria dos Trés
Mundos da Matematica oferece uma perspectiva intrigante sobre o papel da linguagem
matematica na compreensao de conceitos complexos, como a Regra da Cadeia, que é uma
ferramenta utilizada para encontrar a derivada de fungdes compostas. Em conclusdo, a Teoria
dos Trés Mundos da Matematica destaca como a linguagem matematica desempenha um papel
fundamental nos diferentes niveis de compreensdo da Regra da Cadeia, desde as suas raizes,
nas experiéncias perceptuais, até a sua formalizacdo como um teorema matematico. Essa
abordagem tende a oferecer subsidios para professores, pesquisadores e estudantes, destacando
a importancia do aprimoramento da linguagem matematica na construcdo do conhecimento e
do pensamento.
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THE LANGUAGE, THE THEORY OF THREE MATHEMATICAL
WORLDS AND DIFFERENTIAL AND INTEGRAL CALCULUS

Abstract: The article presents a qualitative research that aimed to evidence the relationship between
the Three Worlds of Mathematics Theory and the mathematical language present in concepts of
Differential and Integral Calculus, specifically, in the Chain Rule. To develop the study, a bibliographic
review was carried out in selected works in the Theses and Dissertations Catalog of the Coordination
for the Improvement of Higher Education Personnel (CAPES). Searches were made for academic
master's and doctoral research using a time frame from 2018 to 2023, with the descriptor “trés mundos
da matematica”. The Three Worlds of Mathematics Theory offers an intriguing perspective on the role
of mathematical language in understanding complex concepts, such as the Chain Rule, which is a tool
used to find the derivative of composite functions. In conclusion, the Three Worlds of Mathematics
Theory highlights how mathematical language plays a fundamental role in the different levels of
understanding of the Chain Rule, from its roots in perceptual experiences to its formalization as a
mathematical theorem. This approach tends to offer subsidies for teachers, researchers and students,
highlighting the importance of improving mathematical language in the construction of knowledge and
thought.

Keywords: Mathematical Language. Theory of Three Mathematical Worlds. Differential and Integral
Calculus. Chain Rule.

1 Bacharel em Matematica — Enfase Matematica Pura pela Universidade Federal do Rio Grande do Sul (UFRGS).
Mestrando em Ensino de Matematica no Programa de P6s-Graduagdo em Ensino de Matematica da Universidade
Federal do Rio Grande do Sul (UFRGS). E-mail: gabrielribeiro_05@yahoo.com. — ORCID:
https://orcid.org/0009-0000-1887-3916.

1
Revista Paranaense de Educagdo Matematica, Campo Mourao, PR, Brasil, @®@©

v.13, n.31, p.1-19, mai.-ago. 2024.



https://doi.org/10.33871/
mailto:gabrielribeiro_05@yahoo.com
https://orcid.org/0009-0000-1887-3916

.y ,
revista

PARANAENSE
DE EDUCACAO

- MATEMATICA

Introducéo

A linguagem matematica desempenha um papel fundamental na formulagdo e na
comunicac¢do de ideias matematicas, abrigando conjuntos de simbolos e nota¢des que permitem
descrever de maneira clara e precisa alguns conceitos. Através da linguagem matematica, ¢
possivel representar relagdes, operagdes, equacdes e teoremas de forma universalmente
compreensivel. Esta linguagem ¢ essencial para a disseminac¢ao do conhecimento matematico
e para o entendimento mutuo entre educadores matematicos e estudantes.

Uma teoria que evidencia essa importancia ¢ a Teoria dos Trés Mundos da Matematica
(TTMM), desenvolvida pelo educador matematico David Tall (2013). A TTMM explora a
relacdo entre a matematica e a cogni¢do humana, postulando a existéncia de trés "mundos"
distintos na aprendizagem da matematica: conceitual corporificado, operacional simbdlico e
formal axiomatico. A TTMM sugere que a aprendizagem da matematica envolve a transi¢ao
entre esses mundos, a medida que os alunos progridem do entendimento de imagens mentais e
objetos matematicos para a manipulacdo de simbolos, e, finalmente, para a aplicacdo pratica da
matematica em contextos do mundo real.

O Célculo Diferencial e Integral (CDI) ¢ um ramo da matematica que se concentra na
analise das mudancas instantaneas e na acumulacio de quantidades ao longo de intervalos. Este
ramo estuda fun¢des matemadticas que descrevem como grandezas variam em relagdo a outras
variaveis. O calculo diferencial se dedica a determinacdo das derivadas, que representam as
taxas de variacdo instantaneas de uma fungdo em pontos especificos. Por outro lado, o calculo
integral lida com a acumulacdo de quantidades ao longo de intervalos, sendo essencial para o
calculo de areas sob curvas, por exemplo. O CDI ¢ essencial para a obtenc¢ao e interpretagdo de
solugdes de diversos problemas praticos em outras areas do conhecimento como fisica,
engenharias, quimica, economia, biologia, entre outras.

A linguagem matematica desempenha um papel crucial no CDI, pois as derivadas e

b
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integrais sdo representadas através de notagdes matematicas especificas, como o simbolo ~

para derivadas e o uso do simbolo “f  para integrais. O conhecimento dessa linguagem é
essencial para descrever e resolver problemas envolvendo taxas de variagdo, areas sob curvas e

outros conceitos do CDL
E amplamente reconhecido que a disciplina de CDI desempenha um papel
fundamental no avango do conhecimento cientifico. Contudo, as altas taxas de reprovacao e
desisténcia na disciplina e a identificagdo das principais razdes por trads desse desempenho
2
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insatisfatorio tém se tornado alvo de interesse de pesquisadores no campo da Educagdo
Matematica.

Tendo em vista esse cendrio, por meio de uma revisdo bibliografica procuramos
examinar pesquisas de mestrado e doutorado académico utilizando um recorte temporal de 2018
até 2023, com o descritor “trés mundos da matematica”, concentrando-nos naqueles que
traziam a TTMM como parte do arcabougo tedrico em seus estudos. Além disso, refinamos a
busca, tendo como foco trabalhos que continham pesquisas que trouxessem o CDI como
principal objeto matematico do estudo.

Assim, 0 presente artigo mostra uma pesquisa qualitativa cujo objetivo foi evidenciar a
relacdo entre a TTMM e a linguagem matematica presente em conceitos de CDI,

especificamente, na Regra da Cadeia.

Metodologia

Para o desenvolvimento do estudo, de natureza qualitativa (Oliveira, 2013), realizou-
se uma revisdo bibliografica. Para tanto, fizemos uma selecdo de trabalhos no Catalogo de Teses
e Dissertagdes? da CAPES em dezembro de 2023. Buscamos apenas pesquisas de mestrado e
doutorado académico utilizando um recorte temporal® de 2018 até 2023 (5 anos), com o
descritor “trés mundos da matematica”. Assim, encontramos um total de 10 trabalhos.

Ap6s leitura no resumo dos 10 trabalhos, resolvemos selecionar apenas aqueles cujo
objeto matematico principal do estudo fosse algum conceito do célculo (limites, derivadas e
integrais). Sendo assim, mantivemos na nossa analise os 5 trabalhos apresentados no Quadro 1.

Além disso, no Quadro 2, organizamos as cinco pesquisas selecionadas com seus
respectivos objetivos ou perguntas, de forma a compreender cada uma delas.

Em Soares (2018) foi investigado a luz da TTMM o conceito de limite de uma fung¢ao
em um ponto apresentado por estudantes de Licenciatura em Matematica, bem como as
estratégias utilizadas na resolucdo de questdes. Foi realizada uma andlise de como era
introduzido o conceito de limite em livros didaticos de célculo que resultou em uma presenca
forte de caracteristicas dos mundos simbdlico e corporificado, especialmente do simbodlico, com
poucos aspectos do mundo formal. Em outro momento, foi aplicado um questiondrio com os

alunos e uma entrevista com os professores da disciplina. Os resultados da entrevista indicaram

2 em: https://catalogodeteses.capes.gov.br/catalogo-teses/. Acesso em: 24 jul. 2024.
3 Compreendemos que esse critério temporal ndo abrange todas as pesquisas nessas circunstancias, pois as
dissertacdes e teses ndo sdo inseridas de forma imediata no sistema da CAPES.
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que a abordagem dos professores perpassava pelos Trés Mundos da Matematica, visto que eles
declararam partir de exemplos graficos e tabelas de valores de fung¢do para introduzir o conceito
de limite, para, entdo, partir para a definicdo formal. J& o questionario, mostrou que a maioria
dos alunos utilizava a linguagem natural (elementos da lingua materna) para conceituar limite,
predominando caracteristicas do mundo corporificado, com breves passos no mundo simbolico,

mas sem atingir componentes do mundo formal.

Quadro 1: Trabalhos encontrados de acordo com o procedimento metodolégico empregado?

N°. | Tipo | Ano Origem Titulo Autor(a)
O conceito de limite na formagao
1 D | 2018 UFN 1n1<’:1.al de professore‘s de Gabriel de Oliveira
matematica: um estudo a luz dos Soares

trés mundos da matematica
Monitoria de calculo e processo de

) T 12018 PUCRS apre’n(.hzggem: perspectivas a lqz Jeronimo Becker
da sécio-interatividade e da teoria Flores
dos trés mundos da matematica
ANHANGUERA | © uso dos softwares GeoGebra e Roberto Seidi
3 T |2018 SimCalc para enriquecimento da
Sp Imafuku

imagem de conceito de derivada

Uma analise sobre a imagem de

ANHANGUERA | conceito de integral de alunos de Joelson de Araujo

Sp engenharia na perspectiva dos Trés Delfino

Mundos da Matematica

A construcdo do conceito de

5 T |2021 PUCRS integral: uma viagem pelos trés

mundos da matemadtica

4 T |2019

Rafael Winicius da
Silva Bueno

Fonte: Dados da pesquisa.

Em Flores (2018), foi explorada a aprendizagem de calculo em monitorias, utilizando
os conceitos de socio-interatividade de Lev Vygotsky e a TTMM de David Tall. Foi realizado
um estudo de caso qualitativo da aprendizagem a partir da monitoria no contexto de Instituigdes
de Ensino Superior no Rio Grande do Sul, seguido de entrevistas com os professores
responsaveis e os monitores. Os resultados destacaram a importancia da relacdo social
(proximidade) entre monitores e estudantes, possibilitando um ambiente livre de tensdes, em
fun¢@o de uma linguagem mais proxima, facilitando a comunicagao e elevando as perspectivas

da construcdo do conhecimento matematico. Além disso, os resultados indicaram que a

4 Em “Tipo”, temos D para dissertagdo de mestrado e T para tese de doutorado. Em “Origem”, temos Universidade
Franciscana (UFN), Pontificia Universidade Catélica do Rio Grande do Sul (PUCRS), Centro Universitario
Anhanguera de S&o Paulo (ANHANGUERA SP) e Universidade Estadual de Londrina (UEL).
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monitoria pode ser um ambiente de formacdo para futuros professores, promovendo a

articulagdo entre teorias de aprendizagem e praticas pedagdgicas.

Quadro 2: Objetivo(s) ou Pergunta(s) de pesquisa dos trabalhos selecionados

Autor Objetivo(s) ou Pergunta(s) de pesquisa
Que caracteristicas dos Trés Mundos da Matematica propostos por Tall estdo
mais presentes nas estratégias de resolugdo de questdes e na construgio do
conceito de limite de uma funcdo apresentados por estudantes de dois cursos de
Licenciatura em Matematica?
Como as monitorias de Calculo auxiliam para o desenvolvimento do pensamento
Flores (2018) matematico na perspectiva dos Trés Mundos da Matematica e da
sociointeratividade?

Qual o papel das multiplas representagdes presentes nos softwares SimCalc e
GeoGebra no desenvolvimento das diferentes concepgoes de derivada e
consequentemente na modificagdo da Imagem de Conceito de derivada de alunos
de Licenciatura em Matematica?

Qual ¢ a Imagem de Conceito de Integral de alunos de Engenharia?
Delfino (2019) Quais caracteristicas dos Trés Mundos da Matematica estdo presentes nas

respostas desses alunos?

Que caracteristicas dos Trés Mundos da Matematica estao sendo trabalhadas na
construcdo do conceito de integral, na formagdo inicial de professores de
Bueno (2021) | Matematica, no estado do Rio Grande do Sul, e como futuros docentes percebem
a introdugdo desse conceito, a partir de uma prética alternativa, fundamentada no
arcabouco teorico estudado?

Soares (2018)

Imafuku (2018)

Fonte: Elaborado pelos autores

Em Imafuku (2018), foi investigada a contribuicdo de softwares como GeoGebra e
SimCalc para o enriquecimento da imagem do conceito de derivada por estudantes de
Licenciatura em Matematica. Foram utilizados questionarios e atividades especificas para a
coleta dos dados, e, para a analise dos dados a TTMM (Tall, 2013), a Teoria da Imagem de
Conceito e defini¢do de conceito (Tall; Vinner, 1981) e as concepcdes de derivada (Thurston,
1994). Assim, mostrou-se que as representacdes dindmicas dos softwares foram fundamentais
para o desenvolvimento de concepgdes relacionadas a derivada. Foram observados ainda que,
a longo prazo, a continuidade das atividades foi crucial para consolidar essas concepg¢des na
imagem do conceito dos estudantes.

Em Delfino (2019), foi aplicado um questionario com dez questdes abertas, de forma
a verificar o que os alunos, de um curso de Engenharia Civil, evocavam de sua imagem de
conceito de Integral de Riemann e quais as caracteristicas dos Trés Mundos da Matematica
estariam presentes nas suas respostas. A andlise dos dados foi realizada a luz da TTMM (Tall,
2013) e da Teoria da Imagem de Conceito e defini¢do de conceito (Tall; Vinner, 1981). A

maioria dos alunos revelou elementos suficientes em sua Imagem de Conceito que lhes permitiu
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trabalhar com a Integral de Riemann no célculo de area utilizando fungdes de uma tUnica
variavel; entretanto, o mesmo pareceu nao ocorrer quando se utilizou integral dupla para calculo
de volume de um sélido de revolucdo. Por fim, com relacao aos Trés Mundos da Matematica,
foi constatado que nem todas as respostas revelaram simultaneamente caracteristicas dos Trés
Mundos. Com isso, conjectura-se que a auséncia ou presenca de caracteristicas especificas dos
Trés Mundos da Matematica ndo ¢ determinante para a corre¢ao ou precisdo de uma resposta.

Em Bueno (2021), foi investigada a evolugao historica do conceito de integral e seu
ensino na formagao de professores de Matematica no Rio Grande do Sul, utilizando a TTMM.
Iniciando com a reconstrucdo do desenvolvimento dos conceitos do Calculo desde a
Mesopotamia até o século XX, a pesquisa conectou essas ideias aos trés mundos da matematica.
Um estado do conhecimento analisou como pesquisas brasileiras tém aplicado essa teoria em
programas de pos-graduacdo, enquanto a investigacdo dos livros didaticos destacou a
introdu¢do do conceito de integral na formacdo inicial de professores. Uma atividade de
modelacdo foi conduzida com alunos de Calculo II, cujas respostas a um questionario foram
interpretadas através da analise textual discursiva. Os resultados revelaram que os académicos
iniciaram a compreensao do conceito de integral a partir dos mundos conceitual corporificado
e operacional simbolico. Os futuros docentes valorizaram experiéncias mais praticas nas aulas,
destacando que uma abordagem pedagdgica menos centrada em manipulagdes algébricas e
defini¢des formais ¢ motivadora e pode inspirar a atuagao profissional futura.

Embora os trabalhos analisados ndo estejam diretamente vinculados a Regra da
Cadeia, a abordagem dos autores na andlise de outros objetos matematicos, a luz da TTMM,
serviu como inspiracao e fundamento para a elaboragdao deste trabalho. A maneira como os
conceitos matematicos foram explorados e compreendidos pelos pesquisadores, conforme
evidenciado em trechos especificos de suas pesquisas, desempenhou um papel crucial na
estruturacao deste estudo. Ao observar como a TTMM foi aplicada na anélise de temas como
limite, derivada, integral, percebemos que essa abordagem teodrica oferece uma perspectiva
enriquecedora e abrangente para a compreensdo dos diversos elementos matematicos. Dessa
forma, este trabalho se inspira nas andlises dos autores frente a outros objetos matematicos e

busca aplicar essas andlises para a exploragdo da regra da cadeia.

Linguagem, lingua materna e linguagem matematica

Nos cenarios cientificos, a linguagem desempenha um papel de extrema relevancia
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para o progresso cientifico desde tempos antigos até os dias atuais. E no contexto educacional,
mais especificamente no didlogo em sala de aula, a linguagem, tanto falada quanto escrita, ¢
uma ferramenta fundamental na comunicagdo entre professor e aluno.

A palavra linguagem, segundo o dicionario Michaelis ([2024]), significa:

1 Faculdade que tem todo homem de comunicar seus pensamentos e
sentimentos. 2 Conjunto de sinais falados, escritos ou gesticulados de que se
serve 0 homem para exprimir esses pensamentos e sentimentos. 3 Faculdade
inata de toda a espécie humana de expressao audivel e articulada, produzida
pela acdo de lingua e dos 6rgédos vocais adjacentes. 4 Faculdade inata de todo
individuo de aprender e usar uma lingua. 5 Qualquer meio utilizado pelo
homem para se comunicar. 6 Uso da lingua, segundo a situacdo, o meio social,
0 interlocutor etc.; registro. 7 Sistema de comunicagdo animal por meio de
sons, cantos e outros meios. 8 Sistema de sinais desenvolvido a partir de uma
lingua e que funciona como meio de comunicagdo, em circunstancias
especificas. 9 Conjunto de sinais convencionados que permitem a construgdo
e a transmissdo de uma mensagem, apenas por aqueles que os conhecem;
cddigo. (Michaelis, 2015, on-line).

Assim, ao considerarmos a disseminag¢do de conceitos matematicos, é evidente a
importancia de dominarmos uma linguagem particular, a saber, a linguagem matematica. Essa
necessidade surge devido a dificuldade de tentarmos comunicar conhecimentos matematicos
apenas por meio da linguagem materna.

O desenvolvimento do pensamento matematico pode ser modelado por diversos
fatores, como maturacdo bioldgica e diferencas culturais. Pensando neste ltimo, encontra-se a
lingua materna. Considerando o processo de ensino e de aprendizagem, o contato direto com a
lingua materna impacta diretamente no desenvolvimento de habilidades matematicas. De forma

a exemplificar esse impacto, trazemos a citagdo de Geary et al. (1996) quando destacam que

Nas linguas do Leste Asiatico, a estrutura de base 10 do sistema numérico €
representada de forma transparente na propria nomenclatura dos nimeros. Por
exemplo, para os nativos da China, os nimeros 11, 12 e 13 sdo traduzidas
como dez um, dez dois e dez trés, respectivamente. O fato de 11, por exemplo,
ser composto por uma Unica dezena e uma Unica unidade é 6bvio na palavra
numeérica chinesa associada, mas ndo na palavra numérica inglesa eleven
(Geary et al., 1996, p. 2).

O numero 11, em portugués, “onze”, também nao traz em sua nomenclatura nenhuma
pista que leve a associagdo semantica da quantidade descrita pelo numero. Portanto, a maneira

como os numeros sao estruturados nas linguas maternas, como as diferengas nas nomenclaturas
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dos numeros encontradas nas linguas chinesa, inglesa e portuguesa, tém potencial de
proporcionar para aqueles que possuem o chinés como lingua materna uma certa “vantagem”
no processo de aprendizado.

A linguagem matematica ¢ uma forma especializada de comunicagdo que os
profissionais formados e estudantes de matemdtica usam para representar, descrever e
manipular conceitos e relagdes matematicas. Ela ¢ uma linguagem precisa e os seus simbolos
representam conceitos, projetada para ser clara, concisa e¢ universalmente compreensivel. A
linguagem matematica ¢ a espinha dorsal da matematica como disciplina e ¢ essencial para a
resolugdo de problemas, a formulagdo de teoremas, a constru¢cao de modelos e a comunicacao
de resultados matematicos.

A linguagem matemadtica se baseia em varios elementos, incluindo:

e Simbolos e Notagdes: os simbolos matematicos sdo usados para representar nimeros,
operacdes, relacdes e variaveis. Por exemplo, os simbolos +, —, x, =, <, >, [ e letras
como x e y sao usados em expressdes matematicas.

e Foérmulas e Equagbes: as férmulas e equacbes matematicas sdo expressfes que
relacionam diferentes quantidades matematicas. Elas sdo fundamentais para descrever
relacfes matematicas e para resolver problemas.

e Conceitos e Defini¢Bes: A linguagem matematica também inclui a definicao precisa de
conceitos matematicos, como funcdo, derivada, integral, conjunto e muitos outros.
Essas definicdes estabelecem as bases para a compreensao de conceitos matematicos.

e Logica e DemonstragOes: A logica é uma parte fundamental da linguagem matematica.
Os matematicos usam argumentos l6gicos para deduzir conclusdes a partir de premissas.
As demonstracdes matematicas sdo construidas utilizando a linguagem matematica de

forma rigorosa e logica.

Assim, a linguagem matematica ¢ a linguagem da matemadtica; um conjunto de
ferramentas poderosas que permite aqueles que lidam com matemdtica a explorarem e
explicarem o mundo dos niimeros, das relagcdes e das estruturas matematicas de maneira clara
e precisa. Ela € essencial para o progresso e a compreensdo da matematica como disciplina e
tem aplicagdes em uma ampla gama de campos, da fisica a engenharia, da economia a ciéncia
da computagao.

Concluimos essa se¢ao com as palavras de Morais Filho (2007) ao afirmar que “[...] €

8
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necessario despertar em professores do Ensino Médio, e em nossos jovens alunos, o espirito
critico, o raciocinio correto ¢ o cuidado com a linguagem, para que repassem esses

conhecimentos as proximas geragdes”.

Teoria dos Trés Mundos da Matematica

A TTMM foi proposta pelo educador matematico britanico David Tall para descrever
diferentes niveis de abstracdo na compreensdo matematica. Essa teoria ajuda a explicar como
0s estudantes progridem na compreensdo matematica e como os professores podem apoiar esse
desenvolvimento.

Assim, no ano de 2013, David Tall viu seu trabalho reconhecido com a publicacdo do
renomado livro “Como os humanos aprendem a pensar matematicamente: explorando os trés
mundos da matematica™, no qual propusera sua articulago tedrica. De acordo com Tall (2013),
existem trés distintos dominios de conhecimento na area da matematica: o primeiro se concentra
na exploracdo de objetos e suas caracteristicas; 0 segundo se inicia com a aritmética e progride
para a algebra, incorporando simbolismo cada vez mais complexo; e, por fim, o terceiro,
originado a partir do estudo académico avangado da matematica pura e, consequentemente,
adotando uma abordagem mais formal.

Assim, a TTMM postula a existéncia de trés "mundos” distintos na aprendizagem da

matematica: conceitual corporificado; operacional simbélico; e, formal axiomatico.

Corporificacdo conceitual se baseia nas agdes e percep¢bes humanas,
desenvolvendo imagens mentais que séo verbalizadas de modo cada vez mais
sofisticado e tornam-se entidades mentais perfeitas em nossa imaginacao.
Simbolismo operacional cresce além de agdes fisicas dos procedimentos
matematicos. Enquanto alguns alunos podem permanecer em um nivel
processual, outros podem conceber os simbolos de forma flexivel, como as
operagdes a realizar e também operar, por meio de calculo e manipulagéo.
Formalismo axiomatico se baseia no conhecimento formal de sistemas
axiomaticos especificado pela definicdo cujas propriedades sao deduzidas por
provas matematicas® (Tall, 2013, p. 16-17, grifo do autor, traducéo nossa).

5 Titulo original: “How Humans Learn to Think Mathematically: exploring the three worlds of mathematics”.
® No original: “Conceptual embodiment builds on human perceptions and actions developing mental images that
are verbalized in increasingly sophisticated way and become perfect mental entities in our imagination.
Operational symbolism grows out of physical actions into mathematical procedures. Whereas some learners may
remain at a procedural level, others may conceive the symbols flexibly as operations to perform and also to be
operated on through calculation and manipulation. Axiomatic formalism builds formal knowledge in axiomatic
systems specified by set-theoretic definition, whose properties are deduced by mathematical proof.”
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O primeiro, conhecido como "mundo conceitual corporificado,” tem suas raizes nas
percepcdes e agdes que ocorrem no mundo real, evoluindo gradualmente para a construgéo de
imagens mentais de crescente complexidade. Neste contexto, a manipulagéo direta de objetos
fisicos ndo € necesséria, pois o individuo pode explora-los mentalmente, analisando-os e
formando conjecturas sobre suas propriedades ou situacdes especificas, como, por exemplo, a
concepcao de uma linha perfeitamente reta.

No quadro tedrico da TTMM (Figura 1) a "corporificacdo” transcende as experiéncias
corporeas, englobando também a exploracdo mental. Além da observacédo, descricdo, acéo e
reflexdo sobre objetos fisicos, as experiéncias mentais desempenham um papel fundamental.
Representacdes visuais, como figuras geométricas e graficos, sdo meios de corporificacao,
permitindo analises detalhadas. No mundo corporificado, a validagdo ocorre por meio da
intuicdo e visualizacdo, dispensando frequentemente demonstracGes formais. A linguagem,
nesse primeiro mundo, é descritiva e comum, facilitando a relagdo entre objetos e conceitos
matematicos, sem a necessidade de formalismos ou terminologia técnica especifica. “Ou seja,
algo é verdadeiro, se parece ser ou [...] se as experiéncias realizadas acabam ocorrendo da forma

como se preve” (Bueno; Viali, 2019, p. 55).

Figura 1: Interacdo entre os Trés Mundos da Matemética

’ ) Matemitica Formal
Formal Axiomatico Axiomatica
Definigdes e provas matematicas formais Objetos formais baseados
em defini¢des formais
FORMAL Formal Combinacio Formal Simbélico Miateiigtion Tedtics
Sorporiiende Konmalentes ELONAS Susaioas [.)ctinicbcc baseadas em
Defini¢des e Simbolismo uul:;;:m@;» a:\'t_rf'grus objetos e operagdes
provas e L roan conhecidos
s euclidianas Corporificaciio Algebra
Cor:por(isﬁ_cado Aritmética generalizada Matematica Pritica
Simbélico Aritmética Experiéncias com
Espago e Forma Agdes sobre ) espago ¢ forma e
objetos Niimero em aritmética
—_— _—
-~
— e SIMBOLICO

—
CORPORIFICADO

Fonte: Retirado de Bueno e Viali (2019, p. 45), adaptado de Tall (2013).

O segundo, o “mundo operacional simboélico”, € uma dimensdo do aprendizado
matematico que se fundamenta na utilizacdo de simbolos em topicos da aritmética, da algebra
e do CDI. Esse mundo tem sua origem em acOes que gradualmente evoluem para processos

matematicos representados por meio de simbolos e manipulagBes, em que os simbolos
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representam acgoes e percepcdes originadas no mundo corporificado. Por exemplo, ao estudar o
conceito de derivada, o conjunto de simbolos % implica a percepcdo de que a fungéo f deve
ser derivada em relacdo a x e a acdo de derivacgdo aplicando regras (como % = 2x) ou ainda

usando outras técnicas como a regra da cadeia (regra de derivacdo utilizada para encontrar a

derivada de funcdes compostas, como, por exemplo, para derivar a fungéo f(x) = sen(x?),

d(sen(u) d(x?)

— — = cos(u) - 2x = 2xcos(u),

tomamos uma variavel u, onde u = x? e temos

assim f'(x) = % = 2xcos(x?)).

Neste contexto, no mundo simbdlico, diferentemente do mundo corporificado, a
validagio exige mais do que a mera percepcdo da verdade. E necessario realizar célculos
numéricos ou manipulacdes simbdlicas para demonstrar que algo é verdadeiro. Os simbolos
tém a capacidade de comprimir conceitos complexos e acdes matematicas, permitindo que
sejam facilmente reutilizados quando necessario. A linguagem é mais precisa e exige 0 Us0O
adequado dos simbolos, pois estes tém significados especificos que devem ser respeitados nas
manipulacdes simbdlicas e calculos realizados para validacGes.

O terceiro mundo da TTMM é conhecido como o “mundo formal axiomatico”. Neste
mundo, o desenvolvimento do conhecimento matematico é conduzido a partir de axiomas que
geram teoremas, corolarios e outras proposi¢oes. As demonstracdes matematicas neste contexto
sdo rigorosas, baseadas em deducGes formais e linguagem precisa. Aqui, a énfase recai na
construcdo ldgica de estruturas matematicas complexas (como por exemplo, anéis e grupos) por
meio da formulagdo cuidadosa de axiomas que definem essas estruturas em termos de
propriedades especificas. Difere significativamente dos outros dois mundos propostos por Tall
(2013), uma vez que ndo se baseia apenas em objetos sensoriais ou experiéncias corporificadas.
Em vez disso, ele se apoia em experiéncias mentais cada vez mais abstratas que levam a criacdo
de axiomas precisos e definidos para descrever conceitos matematicos. A linguagem utilizada
é formal e precisa, e as defini¢cdes sdo estritamente estabelecidas, isso implica em sua validacgéo,
por exemplo, um teorema € verdadeiro, quando puder ser demonstrado utilizando de axiomas e
definigdes.

E fundamental enfatizar que, embora tenham suas particularidades, pode haver
sobreposicOes entre essas trés esferas (Figura 1), fazendo com que os estudantes potencializem
a capacidade de incorporar elementos de cada uma delas em seu desenvolvimento cognitivo.

Como podemos observar na Figura 1, o quadro tedrico da TTMM articula 0s
movimentos do pensamento matematico entre os trés mundos, em funcdo das trés formas
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distintas de se agir na matematica, sendo classificadas como matematica préatica, matematica
tedrica e matematica formal.

Segundo Tall (2013), quando estamos imersos em experiéncias da matematica pratica,
ocorre uma integracdo entre a percepcao e os procedimentos matematicos, dando origem a
movimentos de pensamento que conectam os mundos corporificado e simbdlico: corporificado
para corporificado, simbdlico para simbdlico, corporificado para simbélico e simboélico para
corporificado. Na matematica tedrica (que se relaciona com o formalismo corporificado e o
formalismo simbolico), a percepcdo, os procedimentos e o formalismo matematico estdo
interligados, e os fluxos de pensamento conectam esses mundos da seguinte maneira: formal
para corporificado, formal para simbolico, corporificado para formal e simbdlico para formal.
Por fim, a matematica formal (associada ao formalismo axiomatico) é principalmente
caracterizada pela continuidade do pensamento dentro do mundo formal: formal para formal.

De acordo com Lima (2007):

H& uma hierarquia entre mundos, no sentido de que o mundo formal nédo é
usualmente discutido em estagios anteriores ao nivel universitario, portanto sé
é tratado depois dos mundos corporificado e simbélico. Ja estes Gltimos
podem coexistir e serem relacionados de maneira intrinseca. Quando o mundo
formal estd em jogo, ele também se relaciona aos outros mundos
intrinsecamente (Lima, 2007, p. 80-81).

Em paralelo a Lima (2007), aqui conjecturamos que uma das causas para as dificuldades
de compressdo em conceitos do CDI que estudantes de primeiro semestre encontram, seja
consequéncia da exigéncia de uma linguagem matematica um pouco mais rigorosa no ensino
superior frente aquela exigida na educacdo basica. Nos arriscamos a dizer ainda que muitas
vezes, 0S processos de ensino e aprendizagem, na educacao basica e até no ensino superior se
prendem no mundo simbdlico (conteudo passado diretamente por meio de defini¢bes e
formulas, processos mecanizados e repetitivos) sem uma devida passagem pelo mundo da
corporificacdo (trabalhar a percepcdo, exercicios de criacdo de imagens mentais, pensar,
conjecturar). Contudo, apesar de 0s processos se concentrarem no mundo simbdlico, a
linguagem matematica ainda é pouco cobrada na educacgéo bésica frente aquela que acaba sendo
exigida num consideravel nivel no ensino superior.

Na proxima secdo apresentamos uma analise da linguagem matemaética presente no
teorema que define a Regra da Cadeia (regra utilizada para derivar fungdes compostas) e suas

conexdes com a TTMM de forma a atingir o objetivo dessa pesquisa.
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Analise e discussao

Comecamos enunciando a definicdo da Regra da Cadeia, bem como uma forma

alternativa para essa regra, ambas segundo o livro Anton, Bivens e David (2014, p. 174-175):

TEOREMA (Regra da cadeia): Se g for diferenciavel no ponto x e f for
diferenciavel no ponto g(x), entdo a composicéo de f o g serd diferenciavel
no ponto x. Além disso, se y = f(g(x)) eu = g(x),entdoy = f(u) e

dy dy du
dx du dx
[...]

UMA VERSAO ALTERNATIVA DA REGRA DA CADEIA

d
E[f (9@ =F ) (x) =f"(g(x)g'x)

(Anton; Bivens; David, 2014, p. 174-175).

A Regra da Cadeia, como trata o teorema, € uma regra de derivacdo utilizada para
derivar fungbes compostas. Em ambas as versdes, o que esta de fato mudando é a notacdo
presente nas derivadas das fungdes de fora e de dentro.

Em seu livro, Morais Filho (2007) define que:

Uma notacdo matematica € um conjunto de simbolos (que pode ser apenas um
unico simbolo) que representa um objeto ou uma ideia. Estes simbolos podem
ser construidos com letras de alfabeto, figuras conhecidas ou ser de qualquer
outra natureza, desde que sirvam para 0s propositos. O uso de notagdes
matematicas deve ser uma forma de comunicacao concisa e precisa, que possa
contribuir para a facilidade e a economia da linguagem (Morais Filho, 2007,

p. 3).

Em complementar a citacdo de Morais Filho (2007), percebemos uma uniformidade nas
notacdes, uma forte tentativa de universalizar a linguagem matemaética, simplificando inclusive
0 processo de entendimento e facilitando a interlocugédo de ideias e conjecturas que permeiam
uma area de estudo da matematica ou mesmo de areas correlatas. Entretanto, ainda encontramos
maneiras diferentes de representar o mesmo conceito.

Quando comegamos a estudar derivadas, algumas notagdes sdo apresentadas, de forma

a indicar derivacdo. Dada uma funcéo f(x) e um ponto a, as notacGes f'(a) ou % (a) no ponto
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a, servem para indicar a derivada de f(x) aplicada em a, que em termos geométricos descreve

o coeficiente angular da reta tangente ao gréfico de f (x) que passa pelo ponto (a, f (a)), ou em

termos analiticos do CDI é definida pelo seguinte limite lim % Essas notagOes séo as

x—-a
mais utilizadas, embora também exista f (ponto em cima), porém com pouco uso. Portanto,
temos duas principais notacfes para representar a derivada de uma funcdo f(x), a primeira

f'(x) (caso fosse a derivada da funcdo f em um certo ponto a representariamos como f'(a)),
e a segunda % (x) (ou % (a), num certo ponto a).

Aqui acreditamos ser importante que o professor apresente as duas notagdes, tanto f’(x)
como g (x), mostrando para o estudante as possibilidades que ele tem e que estimule o aluno

usar no comeco as duas formas de representacdo para que ndo se enrijeca. A importancia da
apresentacdo destas duas formas, se da ja na forma como é passado o enunciado do teorema
para o estudante.

Como jéa dito, o teorema da Regra da Cadeia € uma parte fundamental do CDI, e sua
formulacdo utiliza uma linguagem matematica precisa e notacGes especificas para descrever a
relacdo entre as derivadas de fun¢fes compostas. Vamos analisar a linguagem matematica e as

notacdes presentes no teorema:

e Fungdes f(x) e g(x): O teorema comeca mencionando duas fungdes, f(x) e g(x), que
sdo fungdes de uma variavel x. Essas funcbes representam as duas partes da funcéao
composta.

e Funcdo composta f(g(x)): O objetivo do teorema é calcular a derivada da funcéo
composta f(g(x)), onde f é uma funcéo de g(x), que por sua vez é uma funcéo de x.
A notacdo f(g(x)) indica que a funcéo f € aplicada no ponto imagem de x por g.

e Derivadas f'(g(x)) e g'(x): A notacdo f'(g(x)) representa a derivada de f em relagédo
ao ponto g(x), enquanto g'(x) representa a derivada de g em relagdo ao ponto x.

e Expressdo f'(g(x))g'(x): O teorema estabelece que a derivada da funcdo composta

f(g(x)) € igual ao produto das derivadas f'(g(x)) e g'(x), como indicado pela
expressdo f'(g(x))g'(x).

Como podemos perceber (por meio das notagdes presentes no teorema da Regra da
Cadeia, com as trocas sugeridas), a linguagem matematica ainda é precisa e especifica,
permitindo uma descricao clara da relacéo entre as derivadas das fun¢des que compdem uma
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funcdo composta. Esses conjuntos de simbolos s&o essenciais para a formulagdo e compreensao
de conceitos e técnicas fundamentais no CDI.

Vale ressaltar que nossa ideia ndo é explicar e demonstrar os conceitos de derivadas e
regras de derivacao, no entanto apresentamos alguns exemplos com resolucédo para explorar e
analisar os movimentos do pensamento matematico relacionados a TTMM. Como o exemplo
de Anton, Bivens e David (2014):

Suponha que um professor tenha um carro econdmico que faga 20 km por litro
de combustivel. A quilometragem que pode ser alcangada sem reabastecer é
uma fungdo do numero de litros que h& no tanque de combustivel. Em
simbolos, se y for o nimero de quildmetros que pode ser alcangado e u for o
numero de litros de combustivel disponiveis, entdo y é uma funcéo de u, ou
y = f(u). Digamos que cada litro de combustivel esteja custando 4 reais no
posto favorito do professor. A quantidade de combustivel disponivel no
tanque é uma funcdo da quantia de dinheiro gasto no abastecimento. Se x for
0 numero de reais pagos no abastecimento, entdo u = g(x). Agora 20
quilémetros por litro é a taxa de variagdo da quilometragem em rela¢do ao
combustivel gasto, portanto,

d
f(w = % = 20 quilometros por litro.

Da mesma forma, como o combustivel custa 4 reais por litro, cada real fornece
1/4 de litro de combustivel, e

G = 2 Ly I
g =z = 7 litro por real.

Observe que o numero de quilémetros que pode ser percorrido também é uma
funcdo do numero de reais que foram gastos com o combustivel. Esse fato
pode ser expresso como a composicao de funcdes

y=fW = f(g).

Poderiamos estar interessados na quilometragem obtida por real gasto em
P ) . . . N ~
combustivel, que é é. A intuicdo sugere que as taxas de variagdo séo

multiplicadas nesse caso; portanto,

dy dy du 20km 1litro 20km
dx  du dx 1litro 4reais 4 reais

= 5 km por real.

(Anton; Bivens; David, 2014, p. 174).

Como podemos analisar, no exemplo, no mundo da corporificagdo (mundos dos objetos,
espaco e forma), temos o combustivel, o dinheiro e a quilometragem e estamos no movimento

de pensamento do corporificado para corporificado. Observamos, em seguida, dentro do
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corporificado simbolico, as a¢Bes sobre esses objetos, isto &, uns estarem em fungéo dos outros
e as taxas de varia¢do, como a quilometragem em relacdo ao combustivel gasto, a quantidade
de combustivel em relacao ao valor gasto em real e até mesmo a quilometragem obtida por real
gasto em combustivel. Aqui temos principalmente as conexdes entre 0s dois primeiros mundos,
ou seja, os movimentos de pensamento corporificado para simbdlico e simbdlico para
corporificado, mas em complementar ainda podemos ter o movimento do corporificado para o
corporificado.

Apos “corporificar” esses conceitos, partiremos para onde esta presente a linguagem
matematica, os simbolos (notacGes), a aritmética, o0 numero. Os objetos do exemplo, o
combustivel (u), o dinheiro (x) e a quilometragem (y) podem ser representados notacGes

matematicas, bem como as relac6es entre eles, nimero de quilémetros depende da quantidade

de combustivel (y = f(w) e f'(u) = Z—Z), a quantidade de combustivel depende do valor gasto

u=gkx) e gx) =Z—Z), nimero de quilébmetros dependendo do valor gasto com o

combustivel (y = f(w) = f(g(x)), ¥' = f'(g(x)g'(x) e Z—z = Z—Z : %). Aqui a concentracdo

esta no movimento do simbdlico para o simbdlico, porém como dito no paragrafo anterior,
movimentos envolvendo o corporificado e o simbdlico, ou sé o corporificado, ainda podem
ocorrer.
Até aqui, voltando a Figura 1, encerramos os processos dos mundos relacionados a a¢do
da matematica pratica. Neste artigo, ndo entraremos a fundo nas acfes da matematica teérica e
da matematica formal, ou seja, ndo nos aprofundaremos nas conexdes dos mundos
corporificado e simbdlico com relacdo ao mundo formal axiomatico. A justificativa se
concentra em acreditarmos que adentrar a fundo no mundo formal axiomatico e suas conexdes
foge um pouco da proposta de relacionar com o CDI, pois o0 seu formalismo estaria presente em
disciplinas conhecidas por Analise Matematica ou Analise Real.
Finalizamos, no entanto, com um breve olhar para conexdes dos mundos corporificado
e simbdlico com o formal axiomatico, isto é, o proprio teorema da Regra da Cadeia. Em seu
livro, Morais Filho (2007) expde que “[...] a principio, um teorema é uma sentenga matematica
condicional ‘Se P, entdo Q’ ou implicativa ‘P = Q’, cuja validade ¢ garantida por uma
demonstracdo. Nesse caso, chama-se hipOtese a sentenca P e tese a sentenca Q”. As
demonstragdes do teorema da Regra da Cadeia, bem como suas consequéncias e aplicagdes sao
opcdes de caminhos para quem quer explorar as acdes da matematica tedrica e da matematica
formal. A enunciacdo do Teorema da Regra da Cadeia situa-se no centro da Figura 1,
16

Revista Paranaense de Educacdo Matematica, Campo Mourdo, PR, Brasil,
v.13, n.31, p.1-19, mai.-ago. 2024.



.y ,
revista

PARANAENSE
DE EDUCACAO

MATEMATICA
combinacdo formal entre simbolismo e corporificacdo; em outras palavras, o teorema € a
intersecgd@o entre as trés esferas existentes na TTMM, bem como a jungdo desses conceitos

utilizando-se da linguagem matematica.
Considerac0es Finais

A TTMM oferece uma perspectiva intrigante sobre o papel da linguagem matematica
na compreensdo de conceitos matematicos complexos, como a Regra da Cadeia. No contexto
da Regra da Cadeia (que e a ferramenta utilizada para encontrar a derivada de funces
compostas), podemos explorar como a linguagem matematica evolui a medida que avan¢amos
através dos trés mundos propostos por Tall (2013). A medida que os estudantes progridem pelos
mundos conceituais, € essencial que os educadores reconhecam a importancia de abordagens
pedagogicas adaptadas a cada estagio.

No primeiro mundo, o mundo conceitual corporificado, a Regra da Cadeia pode ser
inicialmente compreendida através de experiéncias perceptuais e acoes fisicas que envolvem a
manipulacdo de objetos e a observacdo de suas mudancas. Neste estagio, 0s estudantes podem
visualizar a composicdo de funcBes e entender a relacdo entre as taxas de variacdo através de
exemplos de situagBes cotidianas, como o exemplo apresentado em Anton, Bivens e David
(2014) e discutido neste artigo.

No segundo, o mundo operacional simbdlico, a linguagem matematica assume um

papel mais formal. Aqui, as notagcdes matematicas f'(x) e % representam a derivada de funcéo

f(x), enquanto f'(g(x)) e % = % . Z—Z representam a derivada da funcdo composta f (g(x)).

Finalmente, no mundo formal axiomaético, a Regra da Cadeia € vista como um teorema
que pode ser demonstrado a partir de axiomas e definicdes matematicas, demonstragcdes essas
conduzidas com rigor, seguindo uma linguagem formal e deducdes ldgicas.

Em conclusdo, a TTMM destaca como a linguagem matematica desempenha um papel
fundamental nos diferentes niveis de compreensdo da Regra da Cadeia, desde suas raizes nas
experiéncias perceptuais até sua formalizagdo como um teorema matematico. Essa abordagem
oferece percepgOes valiosas para professores, pesquisadores e estudantes, destacando a
importancia do aprimoramento da linguagem matematica na constru¢do do conhecimento e do
pensamento matematico.

Para pesquisas futuras, ha varias questdes interessantes a serem exploradas. Uma delas

é a eficécia de estratégias de ensino especificas que facilitam a transicdo entre os mundos
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conceituais. Além disso, a compreensdo dos desafios enfrentados pelos estudantes em
diferentes estagios da aprendizagem da Regra da Cadeia e como supera-los pode ser uma area
de pesquisa promissora. Também & importante investigar como a TTMM aplicada a outros
topicos do CDI (e matematica em geral) pode contribuir para os processos de ensino e

aprendizagem no campo da Educagdo Matematica.
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