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Resumo: Este artigo consiste numa investigacdo sobre estratégias intuitivas de estudantes de quinto
ano do ensino fundamental ao resolverem um problema aditivo, envolvendo peca de jogo de domind,
sob o aspecto do raciocinio combinatério com base na teoria da Resolucdo de Problemas. A pesquisa €
de natureza qualitativa do tipo experimento de ensino. Tal experimento evidenciou que alguns alunos
fizeram contagens que ndo foram solicitadas no problema, ora por falta de atengdo, ora pelo
significado matematico que atribuiram a termos do enunciado. Conclui-se que o entendimento de um
enunciado matematico envolve ndo apenas a leitura de um problema, mas também a compreensdo de
termos especificos da matematica aplicados em diferentes contextos escolares ou de experiéncias ndo
escolares que podem influenciar nas respostas dos estudantes.
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THE DOMINO GAME AS A MOTIVATION TOOL FOR TEACHING
COMBINATORY THROUGH PROBLEM SOLVING

Abstract: This article consists of an investigation into the intuitive strategies of 5th year elementary
school students when solving an additive problem, involving a domino game piece, under the aspect of
combinatorial reasoning based on Problem Solving theory. The research is of a qualitative nature of
the teaching experiment type. This experiment showed that some students made counts that were not
requested in the problem, sometimes due to lack of attention, sometimes due to the mathematical
meaning they attributed to terms in the statement. It is concluded that understanding a mathematical
statement involves not only reading a problem, but also understanding specific mathematical terms
applied in different school contexts or non-school experiences that can influence students responses.
Keywords: Mathematics. Combinatorial Reasoning. Problem solving. Early Years.

Introducéo

Neste artigo, dedicamo-nos a uma tarefa de resolucdo de problemas aplicada em um
experimento de ensino realizado em 2018 com estudantes de quinto ano do ensino
fundamental de uma escola pablica do municipio de Vitéria no estado do Espirito Santo. A

investigacao consistiu em analisar as estratégias intuitivas dos alunos, ou seja, suas respostas a
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referida atividade sem necessariamente advirem de uma instrucdo sistemética, bem como
aquelas sistematizadas, pelo professor ou pesquisador ou pelos préprios colegas, do ponto de
vista dos estudos da combinatoria.

Nosso trabalho foi desenvolvido sob a perspectiva da resolucdo de problemas com
base em Polya (1995), Lester (1987), Santos (1997), Santos-Wagner (2008), Hoffman e
Santos-Wagner (2011) e Onuchic e Allevato (2004, 2011), D’ Ambrosio (2017) e de possiveis
obstaculos com base em Brosseau (1976). Nossa base tedrica em combinatéria e raciocinio
combinatério consistiu nos estudos de Borba (2010, 2013), Pessoa e Borba (2009, 2010) e nos
trabalhos de Batanero, Godino e Navarro-Pelayo (1996) e Roa (2000), Morgado, Carvalho,
Carvalho e Fernandez (1991), Bachx, Poppe, Tavares (1975) e Hazzan (1993).

Nossa investigacdo com as criancas se deu pelo fato de concordarmos com Pessoa e
Borba (2009, 2010) que consideram que os problemas de produto cartesiano, arranjo,
combinacdo e permutacdo devem ser trabalhados desde os anos iniciais. Em situagbes que
envolvem o raciocinio combinatério, os problemas podem solicitar que sejam listadas as
possibilidades de realizar algum tipo de agrupamento ou quantificar o total de possibilidades
de realizar um determinado tipo de agrupamento.

Para nds, o raciocinio combinat6rio € o modo de pensar sobre diferentes estratégias
para resolver problemas que envolvem selecéo, alocacéo, particdo, enumeracao, ordenacao,
contagem, otimizacao, classificagdo, associagdes entre elementos de um ou mais conjunto e
analise de existéncia de possibilidades mediante certas condicdes estabelecidas. A medida
gue desenvolvemos o raciocinio combinatério e alguma capacidade de realizar operacdes
combinatdrias, diminuimos algumas dificuldades de enumerar ou contar 0s nimeros possiveis
de casos dados que se podem mesclar e combinar, sem que tenhamos omitido alguma
possibilidade que deva ser considerada na solucdo do problema.

Uma classificacdo dos problemas combinatérios a partir dos procedimentos de
resolucdo é encontrada nos trabalhos de Batanero, Godino e Navarro-Pelayo (1996) e Roa
(2000). Esses primeiros pesquisadores trabalnam com o modelo combinatorio implicito
classificado em selegéo, alocagdo e particdo. Roa (2000) acrescenta o composto (problema
que envolve mais de um esquema combinatério), ou seja, o enunciado pode envolver selecao
e particdo, selecdo e alocacéo e assim por diante.

Segundo Batanero, Godino e Navarro-Pelayo (1996), os problemas de selecdo de uma
amostra de um conjunto é o tipo de problema que deu origem as no¢Ges combinatorias mais

primitivas de escolha de objetos e tém grande importancia para os estudos de estatistica.
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Portanto, um problema de selec¢do envolve a escolha, a preferéncia, a retirada de objetos ou de
elementos de um dado conjunto ou a ordenagédo dos elementos desse conjunto. Um problema
de alocacgéo ou de colocacgdo envolve a ideia de colocar, alocar, inserir, depositar ou distribuir
objetos em espacos, em vagas ou em casas (celulas). Ja os problemas de particdo envolvem a

ideia de subdividir os elementos de um conjunto em subconjuntos.

Metodologia e procedimentos de pesquisa

Optamos, em nossa pesquisa, por uma abordagem qualitativa, uma vez que a base de
sua elaboracdo é constituida principalmente pela percep¢do e compreensdo (STAKE, 2008).
Sob uma perspectiva qualitativa, interpretativa e naturalista (FIORENTINI; LORENZATO,
2012), esta pesquisa teve como publico estudantes de uma turma de 28 alunos do turno
matutino do quinto ano do ensino fundamental de uma escola publica municipal de Vitoria.
Para analise de dados consideramos participantes da pesquisa, apenas 15 estudantes com
idades de 10 e 11 anos (11 meninas e 4 meninos), cujos pais e/ou responsaveis concordaram
com a participacdo e assinaram o termo de consentimento livre e esclarecido (TCLE).
Ressaltamos que os nomes dos sujeitos utilizados neste trabalho sdo ficticios e escolhidos
pelas proprias criangas.

Com base nesses aspectos supracitados, realizamos uma investigacdo do tipo
experimento de ensino com base em Steffe e Thompson (2000), em que buscamos
compreender a matematica dos estudantes. Para estes autores, as criangas apresentam e
constroem uma matematica que € propria delas, e por isso, é importante ouvi-las, para
compreender o que elas fazem, como fazem e por que fazem de tal forma, de modo que
possamos entender as relagdes matematicas que as criangas constroem ao resolverem
problemas matematicos.

Durante o experimento de ensino, utilizamos a observacgdo participante e entrevistas
com as criangas para a coleta de dados. Escutamos as criancas durante as aulas, observarmos
como se relacionavam umas com as outras e com a professora. Quanto as entrevistas,
elaboramos perguntas investigativas semiestruturadas para esclarecer e refinar informacoes e
interpretagdes dos dados da pesquisa. Para registrarmos os dados, utilizamos o diario do
pesquisador, gravacdes de audio e aplicacdo de ficha com um problema de domind que
envolvia o raciocinio combinatério. Em cada etapa de escrita, buscamos evidéncias que
conduzissem a compreensdo e a melhor assertiva, considerando a questdo de pesquisa: Que

estratégias alunos do quinto ano utilizam para resolver um problema aditivo que envolve o
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Analisamos as respostas das criancas a tarefa de resolucdo da seguinte forma: a)
analisamos as falas dos alunos durante a aplicacdo da tarefa em sala de aula; b) analisamos as
solugdes das criancas na ficha de problemas e na apresentacdo das solugdes. Realizamos
entrevistas individuais a fim de compreendermos as respostas dos mesmos que diferenciavam
das solugdes previstas pelos pesquisadores.

Nesse processo de discussao dos dados, utilizamos as seguintes categorias de analise:
estratégias de enumeracdo (sistematica completa, sistematica incompleta, ndo sistematica
completa e ndo sistematica incompleta) e estratégias de contagem, além de verificarmos se as
solucBes eram dadas por desenho, listagem, calculo, tabela ou alguma outra estratégia. Tais

resultados serdo discutidos nas préximas secoes.

Jogando domind

Essa etapa foi realizada em 26 de marco de 2018. Inicialmente conversamos com oS
alunos para saber se conheciam o jogo domind e se ja haviam, ou ndo, jogado 0 mesmo.
Tratamos da quantidade de pecas e das regras do jogo. Em seguida, solicitamos que o0s
estudantes formassem quatro grupos com cinco pessoas e um grupo com seis. Essa foi a
primeira atividade em grupo realizada com a turma em 2018. Ap6s a organizacao dos grupos,
distribuimos o jogo de domind. Em seguida, pedimos que observassem as pegas e
verificassem quantas faces possuiam cada peca e o que tinha desenhado nas faces.

Perguntamos-lhes com que s6lido geométrico cada peca de domind parecia. Alguns
alunos disseram que as pecas pareciam com retangulo e outros disseram que pareciam com
um paralelepipedo. Aproveitamos o momento e falamos brevemente sobre a forma
geométrica da peca de dominé, além da diferenca entre um retangulo e um paralelepipedo.
Essa conexdo da tarefa com outros topicos da matematica vai ao encontro do que acreditamos
e do que dizem os pesquisadores Kapur (1970), Batanero, Godino e Navarro-Pelayo (1996) de
que os estudos de combinatoria possibilitam a integracdo com outros topicos da matematica e
com outras areas de conhecimento.

Acompanhamos as jogadas dos grupos e demos tempo para que os alunos fizessem
apenas uma jogada, mas, enquanto jogavam, percebemos a necessidade de sugerir que
fizessem mais duas jogadas. Um grupo de cinco alunos ndo sabia como organizar as pecas
sobre a mesa e outro teve dificuldade de saber o que fazer quando o jogo estava fechado. Ou

seja, eles ndo sabiam o que fazer quando as duas pontas do jogo tém 0 mesmo numero e ndo
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h& mais pegas com esse nimero para continuar a jogada.

Grando (2000) orienta que, ao trabalhar um jogo com o proposito de ensino, a etapa da
familiarizacdo com o material é necessaria. Desse modo as jogadas foram suficientes para
atingir o nosso objetivo inicial, que era a familiarizacdo com as pecas do jogo para realizar a
tarefa 1. Usamos 15 minutos para realizar o jogo e mais oito minutos para reorganizar a

turma.

Figura 1- Alunos jogando domind

Fonte: Arquivo dos pesquisadores

Apdbs o término do jogo, conversamos com os alunos durante cinco minutos sobre
alguns contratos didaticos quebrados, como o desrespeito ao colega e ndo saber perder em um
jogo, além do esfor¢o no desempenho das tarefas. Essas atitudes de retomada dos contratos
estabelecidos com os alunos fazem parte do processo de avaliagdo. E um momento em que o
professor necessita “Tomar decisdes sobre o clima da sala de aula [...]” (SANTOS, 1997,
p.12), no sentido de motivar os alunos, estimula-los a participar, ter interesse e empenho nas
atividades propostas pelo professor. Uma estratégia valida no desenvolvimento de tarefas
coletivas, conforme orienta Santos (1997), é trabalhar com equipes fixas e moveis, de modo
que os alunos construam conhecimentos e atitudes, tais como o auxilio e a cooperacgao entre e
com o0s demais componentes do grupo.

Verificamos a necessidade de trabalhar a diversidade dos alunos no que diz respeito
aos conteudos atitudinais no &mbito das relagdes interpessoais (ZABALA, 1998). Segundo
Andrade (2017),

[...] os trabalhos [..] na teméatica da Exploragdo, Resolugdo, e Proposicdo de
problema apontam evidéncias de que o trabalho de Exploracdo, Resolucéo,
Proposi¢éo, Codificacdo e Descodificacdo de Problemas (ERPCDP) na sala de Aula
e na Formacao do Professor, ndo é um trabalho para aventureiros e seu processo
como um todo ndo é uma atividade simples, mas complexa, multicontextual, que
compreende mdltiplas dimensdes e contextos, que depende de varios fatores, como o
contexto do aluno real que temos e ndo o aluno idealizado, sonhado, imaginado; o
contexto da matematica; o contexto da escola e da sala de aula que temos como um
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todo os contextos de nds professores, dentre outros. O que pontua, entdo, que tal
proposta, a todo instante, precisa ser construida e reconstruida, pensada e repensada
no movimento dinamico desses varios contextos, tendo como foco central de acédo a
sala de aula de matemética, pensada em toda sua multicontextualidade (ANDRADE,
2017, p. 390-391).

As situacdes ocorridas durante o jogo e as observadas em sala de aula ao longo de
nosso acompanhamento da turma mostraram como esses aspectos citados no trecho anterior
eram necessarios. Ao longo de todo processo de pesquisa, fomos construindo relacdes de
respeito ao pensamento dos alunos e reavaliando nossas agdes como professor pesquisador, na
forma de abordar o contetdo e lidar com cada crianga em nossa proposicao e resolucdo de
problemas.

Nas proximas secOes, apresentamos a tarefa do domind, bem como a analise das
solugdes dos alunos. No decorrer do texto, apresentamos intervencdes que colaboraram para

alcancar os objetivos estabelecidos em cada tarefa.

Aplicacédo do problema do dominé

Depois de revermos contratos didaticos com os alunos, iniciamos a aplicacdo da tarefa
do domind. Entregamos uma folha para cada aluno resolver individualmente e certificamo-
nos de que todos tivessem preenchido o cabecalho. Utilizamos algumas estratégias de apoio
sugeridas por Santos (1997) e Santos-Wagner (2008), solicitando que os alunos fizessem uma
leitura silenciosa, grifassem ou circulassem alguma palavra que ndo conheciam e que nos

perguntassem algo se tivessem davidas.

Figura 2 — Problema do domino

Data: 26/03/2018

Tarefa 1: Leia com atencdo a questdo abaixo e responda ao que se pede:

Na peca de domind abai o temos 4 pontos & 2 pontos. O total é 6 pontos

[e ofe
|L. L LS

a) Esta é uma peca com o total de 6 pontos. Desenhe todas as outras
pecas de domind em gue o total de pontos também seja 6.

b) Se juntarmos a peca de domind que Ja desenhei com aquelas outras
solucdies que vocé desenhou agora, quantas pecas de domind com o
total de 6 pontos teremos ao todo?

Objetive geral: Investigar o raciocinio combinatdrio intuitivo dos alunos, ao
resolverem um problema de adicdo que envolve o raciocinio combinatdrio sem
uma aula formal de combinatdria.

Objetive especifico: Construir com os alunes procedimentos que auxiliem no
processo de enumeracdo sistemdtica e contagem em problemas de adicdo que
envolve o raciocinio combinatdrie em modelos de alocacdo e particdo a partir
das propriedades comutativa e do elemento neutro da adico.

Fonte: Adaptado de Dante (2016, p.111, 1.° ano, Livro do professor)
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Essa € uma tarefa de adicdo que envolve o raciocinio combinatério com a ideia de
particdo de dois nimeros naturais cuja soma é seis. Nesse problema, esperadvamos que 0S
alunos identificassem a existéncia de quatro pecas de domin6 com o total seis, de acordo com

a ilustracdo da figura a sequir.

Figura 3-Imagens de pecas de domind com o total seis

Fonte: https://br.depositphotos.com/64902345/stock-illustration-domino-set.html

Devido a restricdo de o jogo de domind ndo possuir pecas repetidas, os alunos nao
poderiam desenhar pecas com as mesmas configuracfes, ou seja, desenhar pecas simétricas e
as considerar como possibilidades distintas. Para que isso ndo ocorresse, foi necessario
brincar com o jogo, conforme ja descrevemos anteriormente.

Sob a perspectiva da resolucdo de problemas, solicitamos que a aluna Manuela fizesse
a leitura em voz alta da tarefa do domind. Enquanto lia, havia um aluno que estava resolvendo
a questdo. Pedimos que a turma ndo resolvesse o problema ainda, pois queriamos discutir a
tarefa para favorecer a compreensdo do que estava solicitado. De acordo com Polya (1995), a
leitura e a compreensdo do problema sdo umas das etapas importantes no processo de
resolucao de problemas. Além disso, segundo esse autor, “[...] quando um estudante comete
erros realmente tolos [...]” no processo de resolucdao de problema matematico, uma das causas
pode ser o fato de que esse aluno “[...] nem mesmo deseja entendé-lo adequadamente e, por
isso, ndo chegou sequer a compreendé-lo [...]” (POLYA, 1995, p. 14). Assim, ao buscar
auxiliar os estudantes na compreenséo da tarefa, utilizamos algumas estratégias orientadas por

Santos (1997), fazendo perguntas para que verificassem se haviam compreendido o problema.

Pesquisador: E para desenhar pegas do dominé com 7 pontos?
Turma: Néo.
Pesquisador: E com 10 pontos?

Os alunos responderam que era com seis pontos. Ao questionar os alunos com
perguntas sobre o total de pontos com o total sete e com total dez desejavamos, além de
investigar se estavam compreendendo o que era solicitado na tarefa, chamar a atengéo da
turma para a informacgéo dada no texto da tarefa. Assim, nossa acdo de intervencgdo teve o
intuito de orientar os sujeitos para que identificassem o valor do parametro ou do critério

estabelecido no problema. Concordamos com os pesquisadores Batanero, Godino e Navarro-
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Pelayo (1996), quando argumentam que identificar um pardmetro ou critério consiste em uma

das etapas do processo de resolugcdo de problemas combinatérios. Além da questdo dos
parametros, fizemos questionamentos aos alunos para atentarem para as casas (espacos)

distintas do domino e identificarem os objetos a serem desenhados (0s pontos).

Pesquisador: Pode desenhar estrelas no domin?
Turma: Ndo.

Pesquisador: Posso desenhar nas duas partes do domin6?
Turma: Sim.

Entre as etapas do raciocinio combinatério nos modelos de alocacdo e particao,
segundo Batanero, Godino e Navarro-Pelayo (1996), os alunos precisam distinguir: a) se 0s
objetos sdo iguais; b) se as casas onde se vai alocar sdo distintas ou ndo; c) se ha permissao de
mais de um objeto por casa; d) se permite que alguma casa fique vazia. Discutimos sobre o
problema e sua compreensédo e, depois que ouvimos alguns alunos, pedimos que a aluna
Manuela continuasse com a leitura da questdo da letra b. Durante a nossa conversa, o0 aluno
Lipinho disse ndo ter entendido o problema. Solicitamos, entdo, que ele mesmo fizesse a

leitura e sugerimos que outros alunos explicassem o que haviam entendido.

Manuela: Tem que pegar a peca que ja estd desenhada.

Pérola: Vocé vai pegar essa pega aqui e, com as outras que desenhou ai,
vai contar quantas pecas vocé consegue desenhar com seis pontos e
escrever o total.

Depois que ouvimos alguns alunos, pedimos que resolvessem a tarefa. Fomos andando
pela sala e verificando como resolviam. A medida que os alunos terminavam, recolhiamos as
fichas da tarefa, concluida em torno de sete minutos. Pedimos que os alunos aguardassem 0s
outros colegas terminarem. Investigamos as estratégias intuitivas dos alunos ao resolverem o
problema do dominé envolvendo o raciocinio combinatério sem a intervengdo do professor,
ou seja, sem uma aula formal de combinatéria. Fizemos isso porque de acordo com Fischbein

(1975), a intuicdo é importante para o processo de desenvolvimento cognitivo. Para Fischbein

Intuicdes sdo parte integrante do comportamento inteligente. Elas sdo aquisicGes
cognitivas que intervém diretamente nas agdes praticas ou mentais, em virtude de
suas caracteristicas de imediatismo, globalidade, capacidade extrapolativa,
estruturalidade e auto-evidéncia.

IntuicGes primarias sdo aquisi¢des cognitivas que sdo derivadas da experiéncia do
individuo, sem a necessidade de qualquer instrucdo sistematica.

Intuicdes secundarias sdo aquisicBes que possuem todas as caracteristicas de
intuices, mas eles sdo formados por meio da educacéo cientifica, principalmente na
escola.

As intui¢des também podem ser classificadas como intui¢bes afirmativas ou
antecipatérias. As intuicBes afirmativas incorporam o conhecimento do mundo
externo que aceitamos como evidente. Intui¢bes antecipatorias sdo construcées
mentais que antecipam globalmente a solucdo de um problema antes que as etapas
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detalhadas da solucdo tenham sido encontradas (FISCHBEIN, 1987, p. 117,
traducgdo nossa).

Nossa analise sobre o raciocinio combinatdrio dos alunos ocorreu com base em nossas
leituras de Batanero, Godino e Navarro-Pelayo (1996), Roa (2000), Morgado, Carvalho,
Carvalho e Fernandez (1991) e Bachx, Poppe e Tavares (1975) e em nossa experiéncia como
professor pesquisador. Elaboramos quadros com as categorias de analise sobre enumeracéo e
contagem. No quadro a seguir, temos as estratégias 1, 2, 3, 4 e 7, que foram pensadas pelo
pesquisador e apareceram nas respostas dos alunos. Ja as estratégias 5, 6 e 8 ndo apareceram
nas respostas dos alunos. No que concerne a cada categoria trazemos alguns exemplos de

resolucdes dos alunos no intuito de exemplificar os tipos de respostas.

Quadro 1 — Categorizagdo das estratégias de resolucédo para a enumeracéo na tarefa do dominé com o total seis

Estratégias de Base tedrica Alunos
acio
Desenhar todas as pegas de | Estudos exploratérios, Batanero, | Manuela
dominé com o total seis. Godino, Navarro-Pelayo (1996) e
Roa (2000).
Desenhar apenas as pegas de | No problema original, espera-se | Athavde,
domind que estejam faltando com | que o aluno desenheas pegas que | Cliudia,
o total seis. estdo faltando., pois o autor | Estela
coloca os desenhos de trés pecgas | Felipe,
de domndé para o alno | Lipinho
completar o que falta (Dante, | Malves,
2016). Pérola,
Sol
Desenhar algumas pecas com o | Estd relacionada aalguns tipos de | Flora
total seis esquecendo-se deoutras | erros que alunos podem cometer | Gongalves
possibilidades. em problemas de enumeracdo, ao | Moranguinho
resolverem tarefas que envolvem
0 raciocinio combinatdtio
(NAVARRO; BATANERC:
GODINO, 19%6; BATANERO:
GODING; NAVARRO-
PELAYO, 1996).
Desenhar algumas pecas com o | Estd relacionada aalguns tipos de | Mel

total seis e repetir pegas com a
mesma configuragdo.

erros de repeticio e de ndo
exibigio de todas as
possibilidades que alunos podem
cometer, a0 resolverem
problemas que envolvem o

raciocinio combinatdrioe
(NAVARRO; BATANERC;
GODINO, 1996; BATANERO:
GODING; NAVARRO-

PELAYOD, 19%6).

Escrever todas as possiveis somas
de duas parcelas com o total seis:
0+6,6+0.5+1L1+52+44
+2e3+3.

Esta relacionada as combinagées
completas e representa todas as
solugdes inteiras n3onegativas de
duas parcelas de mnimeros
naturais com o total seis

(MORGADO:; CARVALHO;
CARVALHO; FERNANDEZ,
1991; BACHX; POPPE

TAVARES, 1975).

Nenhum aluno realizou
este tipo de solugio.

Escrever as somas 5+1.1+
5. 2+4, 4+2e3 + 3 esquecendo-
se das somas.

Esta relacionada as combinacdes
completas e representa todas as
solugdes inteiras positivas de
duas parcelas de mnimeros
naturais com o total seis

(MORGADO; CARVALHO:
CARVALHO; FERNANDEZ,
1991; BACHX; POPPE

TAVARES, 1973).

Nenhum aluno realizou
este tipo de solucdo.

Fonte: Elaborado pelos pesquisadores
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Ao observarmos o quadro, notamos que as solugdes dos alunos séo visuais e nao
analiticas, ou seja, baseiam-se na representacdo por meio de desenhos, e ndo por meio de
solugdes numeéricas ou algébricas. As solugdes por meio de “[...] representagdes visuais sdo de
particular importancia na sala de aula de matematica, ajudando alunos a avangar na sua
compreensdo dos conceitos e procedimentos matematicos” (VALE, 2017, p.142). As solugdes
intuitivas visuais possibilitam fazer intervengdes que permitem a construcdo de estratégias
sistematizadas de enumeracéo, dando significado aos procedimentos adotados, e possibilitam
o envolvimento dos alunos no didlogo sobre o problema abordado.

Desse modo, constatamos que as respostas intuitivas dos alunos foram baseadas em
desenhos para representar as possibilidades das pecas de dominé com o total seis. De acordo
com Vale (2017), uma das fontes das nossas intui¢des séo as experiéncias repetidas de objetos
fisicos. Nesse sentido, verificamos que a brincadeira com o jogo de dominé contribuiu para o
fortalecimento das ideias intuitivas dos alunos, para representar as pecas de dominé com o
total seis.

Além de investigarmos as solugdes intuitivas dos alunos sobre a enumeracao,
investigamos a maneira como esses alunos fizeram a contagem das possibilidades.
Observamos que se basearam em contar pegas, contar pecas e somar 0s pontos das pegas,
somar 0s pontos das pecas ou contar o total de pecas do jogo de domind. Ajudar os alunos a
desenvolver habilidades para “[...] descobrir o nimero de casos possiveis, seja contando-0S ou
por calculos simples” (BATANERO; GODINO; NAVARRO-PELAYO, 1996, p. 83,

traducdo nossa®) € um dos objetivos do ensino de combinatdria.

3 [...] descubrir el nimero de casos posibles, bien por conteo, bien por calculos simples (BATANERO;
GODINO; NAVARRO-PELAYO, 1996, p.83).
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Quadro 2 — Estratégias de contagem dos alunos no problema do dominé

Estrategias de contagem

Caracteristica

Alunos

Contar todas as pecas que desenhou
com o total seis.

Esta contagem esta
relacionada a solu¢do
em que o aluno desenha
todas as possibilidades
previstas na
enumeracao.

Manuela

Contar as pecas de domind que
desenhou, incluindo a que estava no
problema.

Esta solucdo esta
relacionada ao tipo de
estratégia em que o
aluno ja considera a
possibilidade dada como
uma das solucdes,
escrevendo outras
distintas.

Athayde
Bela
Estela
Gongalves
Pérola

Contar somente as
desenhou.

pecas que

Neste caso, o aluno
considera como resposta
apenas as solucdes que
representou e descarta a
possibilidade dada no
problema.

Nenhum aluno
realizou este tipo de
estratégia de
contagem.

Contar as pecas de domind que
desenhou, incluindo a que estava no
problema, e somar o0s pontos das
pecas.

Neste caso, o aluno,
além de realizar a
contagem solicitada no
problema, modifica a
tarefa, acrescentando a
soma do total de pontos
das pecas.

Malves
Moranguinho
Sol

Contar os pontos das pecas que
desenhou com os pontos da peca dada
no problema.

Neste caso, o aluno ndo
faz a contagem solicitada
e realiza outro tipo de
contagem, que é a de
somar os pontos da peca
do problema e das pecas
desenhadas por ele.

Felipe
Flora
Lipinho
Mel

Contar os pontos das pecas que
desenhou.

Neste caso, o aluno ndo
faz a contagem das
possibilidades como
solicitado. Realiza outro
tipo de contagem,
somando os pontos das
pecas de domind que
desenhou.

Claudia

Dar o total de pecas do jogo de doming.

Neste caso, o aluno ndo
realiza a contagem das
possibilidades solicitada.
Apenas da o fotal de
pecas do jogo de
domind.

Red

Dar um total mediante uma supaosicio.

Neste caso, o aluno
imagina um total sem
fazer investigagdo das
possivels solugioes.

Nenhum aluno fez
este tipo de
contagem.

Fonte: Elaborado pelos pesquisadores

Ao analisarmos a resposta da aluna Manuela, verificamos que ela desenhou todas as
pecas de dominé com o total seis e fez a contagem delas. Percebemos que, além de apresentar
as pecas com o critério estabelecido (soma com o total seis), a aluna realizou a contagem.

Uma das etapas do raciocinio combinatorio no processo de contagem por meio da enumeragdo
362
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¢ “[...] identificar e formar configuragdes combinatérias com as regras estabelecidas”

(BATANERO; GODINO; NAVARRO-PELAYO, 1996, p. 114, tradugdo nossa?).

Figura 4- Resposta da aluna Manuela

a) Esta é uma pega com o total de 6 pontos. Desenhe todas as outras pegas de
dominé em que o total de pontos também seja 6.

,5— C | _o O‘ g—“
N
Q (0] 1 — _
© o] o _©of o
(]
0 . Oo o0
© 0 0 09

b) Se juntarmos a pega de domind que eu ja desenhei com aquelas outras
solugdes que vocé desenhou agora, quantas pecas de dominé com o total de 6
pontos teremos ao todo? ¥

‘vwm%pzfm

Fonte: Arquivo dos pesquisadores

Para desenharem as pecas com o total seis, os alunos Athayde, Estela, Manuela e
Pérola disseram que se lembraram das pecas do jogo com esse total e depois contaram as
pecas desenhadas com a que ja estava apresentada no problema. Isso reforca que ter brincado
com o jogo de dominé com as criangas ajudou na construcdo de ideias intuitivas na resolucéo
do problema. Verificamos que esses alunos construiram configuragdes com a soma de dois
nimeros naturais com o total seis e, para isso, leram o problema com atencdo para

compreender o que era solicitado na atividade. Veja o episddio a seguir.

Pesquisador: No problema, vocé desenhou quatro pe¢as. Vocé acha que
teria mais possibilidades ou s6 essas?

Manuela: Eu acho que, pelo o que eu vi, poderia ser s6 essas.

Pesquisador: Vocé acha que esta pergunta da letra (b) estava clara ou
estava dificil de entender?

Manuela: Depende do modo que a gente lesse.

Pesquisador: Por qué?

Manuela: Se a gente ler muito rapido, sem prestar atengdo, muita atengéo,
a gente ndo consegue entender, porque a gente ndo vé que esta perguntado quantas
pecas que a gente poderia fazer, entendeu? A gente, quando I& sem prestar muita
atencdo, a gente pensa que estd perguntando quantas pecas “ao todo”. Todas as
pecas que existem que a gente pode fazer (grifo nosso).

Pesquisador: Como vocé acha que deveria ser feito esta pergunta?

Manuela: Deixa eu ver. Eu acho que poderia ser bem assim: Se juntarmos
as pecas de domin6 com a que eu ... calma! Se juntarmos as pecas de domino que eu
ja desenhei com qualquer outra solug¢do que vocé ... ao invés de ser com a que vocé
desenhou ... com as outras que podem ser feitas.

Pela fala da aluna, notamos que ela ja desenvolve algumas estratégias de apoio para

compreender o problema (Santos, 1997; Santos-Wagner, 2008), que é ler o problema, reler,

4 ldentificar y formar configuraciones combinatorias com unas condicones determinadas (BATANERO;
GODINO; NAVARRO-PELAYO, 1996, p.114).
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ler com atencdo, procurando palavras-chave e frases no problema, ou seja, busca descodificar
o problema. “Descodificar um problema é procurar o seu significado, é procurar entendé-lo, é
decifrar a mensagem que ele expressa e, sobretudo, é tambem fazer uma analise critica dessa
mensagem [...]” (ANDRADE, 2017, p. 369).

Outro detalhe importante é que esses quatro alunos conseguiram diferenciar a pergunta
da letra (a) (que envolvia a enumeracdo por desenho) da pergunta da letra (b) (que envolvia a
contagem). Afirmamos isso, pois enumerar e contar sdo dois tipos de acGes diferentes quanto

ao tipo de solucdo pedida, segundo os pesquisadores espanhois:

Problemas de enumeracé@o. Em ocasiGes pode nos interessar enumerar uma lista dos
elementos que possuem certas propriedades. [...] Problemas de contagem. Trata-se
de determinar o ndmero de elementos de um conjunto finito que possui uma
propriedade ou uma cole¢do de propriedades (BATANERO; GODINO;
NAVARRO-PELAYO, 1996, p. 25-26, traducio nossa®).

Defendemos, com base nesses autores espanhdis e em Santos-Wagner (2008), a
necessidade de trabalhar com os alunos o significado matematico das palavras presentes nos
enunciados dos problemas. Além disso, ao realizarmos intervencdes pedagodgicas sobre a
compreensdo do problema, precisamos chamar a atencdo dos alunos para o tipo de resposta
que se espera: se é sO o calculo, se sdo o calculo e desenho, se é s6 0 desenho, etc. Dessa
forma, nds, professores e pesquisadores, precisamos atentar para o tipo de palavras que
inserimos nos problemas. Devemos verificar se tal palavra se enquadra com a estrutura do
problema formulado, se vai ajudar ou atrapalhar na compreenséo e resolucao dele. Mas isso,
sO conseguiremos se ouvirmos os estudantes.

Navarro, Batanero e Godino (1996) chamam a atencdo para os verbos que melhor se
associam aos problemas do modelo combinatério implicito de parti¢do, tais como “[...]
“dividir”, “partir”, “decompor”, “separar”, etc.[...]” (NAVARRO; BATANERO; GODINO,
1996, p. 30, traducdo nossa®). No problema do domind, quando pedimos aos alunos que
desenhassem as pegas com o total seis, poderiamos ter solicitado que repartissem a quantidade
seis como uma soma de duas parcelas, pois estamos trabalhando com um problema de adi¢do
que envolve a ideia de particdo.

A aluna Malves (Figura 5) desenhou corretamente as outras trés pecas de domind com
o total seis. Porém, além de fazer a contagem das quatro pecas de domin6 com esse total, a

aluna somou o total de pontos de cada peca. De modo semelhante, as alunas Moranguinho e

5 Problemas de enumeracién. En ocasiones puede intersarnos enumerar o hacer uma lista de los elementos que
poseen esta(s) propiedad(es). [...] Problemas de recuento. Se trata de determinar el nimero de elementos de
conjunto finito que posee una propiedad o una coleccion de propiedades.
6 [...]. Otros verbos claves asociados com la particién son: “dividir”, “partir”, “descomponer”, “separar”, etc.
(NAVARRO; BATANERO; GODINO, 1996, p.30).
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Sol (Figura 6) também desenharam as outras trés pecas de dominé com o total seis. Porém,
além de dizerem o total de pegas, contaram os pontos das pe¢as usando o calculo de
multiplicacao.

Figura 5- Resposta da aluna Malves Figura 6- Resposta da aluna Sol

a) Esta & uma pega com o total de € pontos. Desenhe todas as outras pegas de
dominé em que o total de pontos também seja 6

a) Esta é uma pega com o total de 6 pontos. Desenhe todas as outras pegas de
dominé em que o total de pontos também seja 6
v sl e o 0o o o

Y 0)

LI
b) Se juntarmos a pega de domind que eu j& desenhei com aquelas outras

solugdes que vocé desenhou agora, quantas pecas de domind com o total de 6
pontos teremos a0 todo? | “lonews @  Teo Qb pfe 9 M diges

6

g4

b) Se juntarmos a pega de domin6 que eu j& desenhei com aquelas outras
solugdes que vocé desenhou agora, quantas pegas de dominé com o total de 6

pontos teremos ao todo? R | 7]
AR \ -
P50 2L £

oy &

4

Fonte: Arquivo dos pesquisadores

Fonte: Arquivo dos pesquisadores

Ao analisarmos as respostas das alunas Malves, Moranguinho e Sol, verificamos que
elas respeitaram os parametros (ou critérios) estabelecidos na particdo (que era a soma com 0
total seis) e realizaram a enumeracdo por meio de desenhos, ou seja, por meio de solucdes
visuais. Porém, em relacdo ao processo de contagem, as estudantes realizaram uma tarefa a
mais, que foi contar os pontos das pecas. “O erro nao ¢ apenas uma resposta incorreta, ou algo
falso a ser corrigido, envolve antes de tudo um processo de pensamento, uma forma de
raciocinar que necessita ser discutida [...]” (ITACARAMBI, 2010, p. 17). Buscamos

compreender o que levou essas alunas a ter tais pensamentos de contar os pontos das pecas.

Pesquisador: Por que vocé multiplicou 6x4 na pergunta da letra (b)?

Moranguinho: Eu fui. Aqui é pra fazer quantos pontos tinha no total. Ai
quatro pecas de dominé com vinte quatro pontos. Eu quis contar os pontos também.

Pesquisador: Vocé quis contar as pecas e o total de pontos?

Moranguinho: Sim.

Moranguinho: Quantas pe¢as de dominé temos ao total? Essa palavra
quantas aqui confundiu um pouguinho.

Quando olhamos para as respostas dos alunos para além do erro, na tentativa de
compreender o pensamento do aluno e o que levou a tal solugdo, somos conduzidos a fazer
questionamentos que permitem reflexdes sobre os enunciados dos problemas, e sobre nossa
forma de apresentar e discutir a tarefa com os estudantes. Essas reflexdes possibilitam a
ampliacdo de entendimento do professor pesquisador sobre como os alunos pensaram ao
resolver uma tarefa e possibilitam ampliacdo de saberes para alunos e professor. Dizemos isso
porque “[...]. O questionamento na interpretacdo do texto ajuda, na maioria das vezes, a
avaliar as respostas dadas pelos alunos e a verificar que a interpretacdo do professor ndo € a
unica possivel” ITACARAMBI, 2010, p. 14).
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N&o esperavamos que os alunos contassem 0s pontos das pecas, mas tal solucdo fez-
nos repensar sobre o enunciado e o significado das palavras “quantas”, “quais”, “total”,
“todas” e “juntarmos”, usadas em tarefas matematicas. Por isso, em nosso retorno com os
alunos, tivemos o cuidado de explicar que tipo de contagem a tarefa solicitava. Esclarecemos
1SS0 Nno intuito de que os alunos néo tivessem o mesmo tipo de interpretagdo (contar os pontos
dos desenhos) em tarefas posteriores, ou seja, que pudessem aprender a interpretar
corretamente os enunciados.

O aluno Lipinho, além de desenhar corretamente as outras pecas do domindé com o
total seis, ou seja, desenhar as pecas respeitando o critério (parametro) estabelecido na
particdo, contou os pontos do dominé usando a multiplicacdo, porém errou o célculo. Ao
mostrar ao aluno a sua resolucdo, ele identificou que havia errado na hora de fazer o célculo e
disse que faltou atencdo. Tal atitude mostra-nos que a acdo reflexiva sobre sua resposta
permitiu reconhecer o erro cometido no processo de multiplicagéo.

Figura 7 — Resposta do aluno Lipinho

a) Esta € uma pega com o total de 6 pontos. Desenhe todas as outras pecas de
dominé em que o total de pontos também seja 6.

v g » | 9 R

\ .

b) Se juntarmos a pega de domind que eu ja desenhei com aquelas outras
solugdes que vocé desenhou agora, quantas pegas de domind com o total de 6

pontos teremos ao todo? J

Fonte: Arquivo dos pesquisadores

Outros alunos que também contaram os pontos das pegas de domind foram Felipe,
Flora, Mel e Claudia. Ao conversarmos individualmente sobre o entendimento da tarefa foi
possivel compreender como pensaram. Verificamos que a falta de compreensao do enunciado
todo e de determinadas palavras influenciaram no processo de resolucdo e isso os levou a

realizar a soma dos pontos das pecas de domind. Vejamos os episddios a seguir:

Claudia: Junte as pecas que eu ja desenhei com as outras solugdes que
vocé ja desenhou. Quantas pecas de dominé com o total de seis pontos teremos ao
todo?

Pesquisador: Era para dizer quantas pec¢as ou era para somar o total de seis
pontos?

Claudia: Era para ver quantas pecas.

Pesquisador: Entdo, vocé fez certo somando os pontos ou era para dizer
quantas pegas? O que te fez pensar que era para somar 0s pontos?
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Claudia: Porque eu pensei que era para fazer a conta e ver quantos
pontos.
Para os alunos, as palavras “juntarmos”, “quantas” e “total” presentes no enunciado

davam a ideia de contar os pontos. Pensaram dessa forma, porque quando eles resolviam
problemas de matematica durante as aulas, essas palavras traziam a ideia de somar ou de
contar o total. Porém na tarefa eles teriam que contar as pecas. Essa relacdo entre o
significado das palavras, as experiéncias vividas e a reflexdo sobre essas relagdes vao dando
novos significados a medida que o professor pesquisador realiza intervencbes, ouvindo e
fazendo questionamentos aos alunos.

Notamos que, além de o aluno ler o enunciado do problema, intervenc6es do professor
pesquisador sdo importantes para auxiliar os estudantes no processo de resolucdo. Entre essas
intervencdes, é preciso ensinar aos alunos a verificarem o significado das palavras e as ideias
que elas trazem no problema matematico. Tudo isso € necessario em aulas, além de ouvir a
interpretacdo deles sobre as tarefas e quando possivel reformular o problema com base nas
dificuldades (ou nos obstaculos) apresentadas por eles. Uma outra estratégia pedagdgica seria
ajuda-los a ler e reelaborar seu pensamento. Sobre o docente que escuta o aluno para

interpretar a solucao dele, D’Ambrosio (2017) afirma que

[...] esse professor tenta compreender o que o aluno esta pensando, faz a ele muitas
perguntas para entender qual o seu equivoco, para, entdo, poder criar situacdes que o
levem a corrigir o seu erro. Esse professor também busca guiar o aluno a respostas e
a construgcbes matematicas corretas, jA determinadas. Em ambos os casos, a
matematica a ser aprendida é a académica formal, que existe e esta pronta para ser
absorvida pelos alunos. Esses professores sabem essa matematica e a transmitem a
eles de uma forma ou de outra. Para ambos, o objetivo é eliminar erros na producéo
matematica do aluno (D’AMBROSIO, 2017, p. 111-112).

A atitude do professor de ouvir os seus alunos, reformular os problemas ou orienta-los
na reestruturacdo logica de seu pensamento € produtiva e pode permitir que tarefas
matematicas se tornem cada vez mais claras e objetivas para alunos. Essa atitude também
ajuda outros professores, pesquisadores e até mesmo autores de livros didaticos na preparacao
de questdes matematicas mais adequadas ao nivel escolar dos estudantes com 0s quais se
pretende trabalhar.

Segundo Navarro, Batanero e Godino (1996), ha alguns erros que alunos podem
cometer em problemas envolvendo combinatéria. Entre esses erros, citamos o fato de que
alunos podem esquecer alguns tipos possiveis de particdo. Em nossa analise, além de
identificarmos esse tipo de erro nas respostas dos alunos, como exemplo temos as alunas
Flora e Goncalves que ndo desenharam todas as pecas e disseram que ndo se lembraram de
algumas solucBes possiveis. Também identificamos outro tipo de erro no problema de
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particdo (tarefa do domind) relacionado a contagem, que foi a soma dos valores das parcelas
de cada enumeracdo. A andlise dos dados fez-nos refletir sobre nossa atuagdo durante e apos o

processo de investigacdo com os alunos. De acordo com D’ Ambrosio (2017),

[...] para os professores-pesquisadores as linhas entre a pesquisa e o trabalho docente
sdo nebulosas e é impossivel separa-las. Nosso oficio é um constante vaivém — dos
dados analisados as decisdes tomadas —, para dar continuidade ao trabalho com
alunos. Assim que deliberada a movimentagédo na pratica, novos dados emergem e
novas andlises sdo necesséarias. Essa dindmica de trabalho constitui o dia a dia do
professor-pesquisador. Discutir separadamente a analise de dados e a implicacéo
dessa analise para o trabalho docente seria um tratamento artificial dos dados e ndo
comunicaria ao leitor o constante movimento que resulta no tecer do saber do
professor (D’AMBROSIO, 2017, p. 115-116).

Com a escuta aos alunos, em nosso processo de intervencéo, foi necessario orienta-los
a enumerar particdes, pensar nos fatos fundamentais da adi¢do de forma sistemética e depois
ensina-los a contar as enumeragdes para evitar tal tipo de erro. Dessa forma, o nosso olhar
sobre a analise das respostas dos alunos foi reformulando nossa préatica de intervencdo com 0s
sujeitos. Citamos como exemplo o conceito de elemento neutro da adicdo. Ap6s nossa anélise
das solucdes dos alunos, demos o retorno a professora regente que, em aulas paralelas a nossa
pesquisa, trabalhou esse conceito com os alunos. Esse movimento ocorreu ao longo de todo
nosso processo de investigacao.

Na figura a seguir (Figura 8), apresentamos a resolucdo do aluno Red, que desenhou
cinco pecas de domind, mas apenas uma delas da o total seis. Ele disse que desenhou as pecas
de domind que vieram a sua memoria e deu como resposta 28 pecas para a pergunta da letra
(b), referindo-se ao total de pecas do jogo de domind. “Num problema matematico
perfeitamente formulado, todos os dados e todas as clausulas da condicionante sdo essenciais
e tém de ser levados em conta [...]” (POLYA, 1995, p. 128). Notamos que Red ndo atentou
para a condicionante ou aos parametros estabelecidos na tarefa que era desenhar pecas com o

total seis.
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Figura 8 — Respostas do aluno Red

a) Esta € uma pega com o total de 6 pontos. Desenhe todas as outras pegas de
dominé em que o total de pontos também seja 6.

b) Se juntarmos a peca de dominé que eu ja desenhei com aquelas outras
solugdes que vocé desenhou agora, quantas pegas de domind com o total de 6
pontos teremos ao todo?

Fonte: Arquivo dos pesquisadores

Ao resolver esse problema, Red desenhou as pecas de domind que vieram a sua
memoria, ou seja, um pensamento guiado pela experiéncia do jogo. Red atendeu a parte do
que foi solicitado no problema, pois desenhou pec¢as de domind. Contudo, tivemos de chamar
sua atencao para o parametro estabelecido, que era ter o total seis. A respeito da contagem, o
aluno relacionou-a com o total de pecas, mas ndo ao nimero de possibilidades conforme foi
solicitado.

De acordo com os autores Batanero, Godino e Navarro-Pelayo (1996), uma das etapas
do raciocinio combinatério sdo a identificacdo dos valores pertinentes dos parametros
estabelecidos no problema, a formacdo efetiva das configuracdes pedidas e a contagem das
mesmas. Red ndo se ateve a essa etapa, e as configuracdes formadas foram construidas
aleatoriamente, de acordo com suas lembrancas das pecas de domind, sem restringir ao total
(que era seis). Além disso, a contagem das configuracbes ndo estava relacionada as
enumeracdes, e sim ao total de pegas do jogo de domino.

Esse fato mostrou-nos que, em nossas intervengdes, precisdvamos chamar a atencao
dos alunos para varios detalhes durante o processo de resolucdo de problemas. Era necessario
comentar com o0s alunos sobre os parametros estabelecidos, realizar a contagem das
enumeracOes construidas e analisar se suas respostas atendiam ao que foi solicitado. De
acordo com D’Ambrosio (2017),

[...] o docente continua examinando as estruturas, os esquemas e a ldgica da
matematica do aluno e se interessa por momentos em que o saber deste parece se
desestabilizar, pois esse € 0 momento em que o aluno elabora novos saberes para
retomar um estado de equilibrio com conhecimentos anteriores que se alteram e se
tornaram novamente viaveis. O professor esta disposto a incorporar a matematica do
aluno como elemento do seu proprio saber matematico (D’AMBROSIO, 2017, p.
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Na figura a seguir, apresentamos a resposta da aluna Bela, que também ndo atentou
para o pardmetro estabelecido e desenhou pecas de domind com os totais doze, sete e seis.
Embora a aluna tenha feito a contagem direta das pecas que desenhou com a que foi dada no
problema, ela sé identificou que nédo havia respeitado o critério estabelecido na hora da nossa
intervencdo. Quando conversamos com a aluna sobre as pecas desenhadas e o total de pontos

de cada peca, ela imediatamente verificou que havia errado.

Pesquisador: O que pedia para fazer na atividade do domin6?

Bela: Pedia para fazer os dominds com o total de seis pontos.

Pesquisador: Aqui vocé desenhou quantos pontos? Por que vocé desenhou
seis de um lado e seis do outro?

Bela: Aé! Era s ter colocado seis aqui e zero aqui.

Pesquisador: E por que nesse outro vocé colocou cinco aqui e dois aqui?

Bela: Aé! Era para colocar um. Faltou ateng&o.

Figura 9 — Resposta da aluna Bela

a) Esta &€ uma pega com o total de 6 pontos. Desenhe todas as outras pecas de
dominé em que o total de pontos também seja 6.

lovo]o00 o oo |

! 0 \

o | ,(7
®0l0? |

b) Se juntarmos a pega de domindé que eu ja desenhei com aquelas outras
solugdes que vocé desenhou agora, quantas pegas de dominé com o total de 6

pontos teremos ao todo? ( fr
OX M7AND

Fonte: Arquivo dos pesquisadores
Verificamos que Bela fez a contagem das pecas desenhadas, mas ndo observou o

parametro estabelecido e o total de pontos igual a seis. Por isso, reafirmamos que a atencédo e
a confrontacdo da resposta com os parametros estabelecidos sdo indispensaveis no processo
de resolucdo de problemas matematicos.

Um aspecto importante do raciocinio combinatodrio € a “[...] demonstragdo logica, mas
menos formal, de que o processo a ser seguido garanta que ndo falte nenhuma das possiveis
configura¢des” (BATANERO; GODINO; NAVARRO-PELAYO, 1996, p. 65, traducgéo
nossa’). Nesse aspecto, as alunas Flora, Gongalves, Mel e Moranguinho (Figura 10)
desenharam pecas de domind com o total seis, mas esqueceram-se de algumas possibilidades,
0 que nos mostrou a necessidade de ensinar ideias logicas de sistematizacdo para ajuda-las a

encontrar todas as possibilidades.

7[...] — Demonstracion légica, mas o menos formal, de que el proceso seguido garantiza que no falta ninguma de
las posibles configuraciones (BATANERO; GODINO; NAVARRO-PELAYO, 1996, p. 65)
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Figura 10 — Respostas de alunas sobre a tarefa do dominé
Resposta da aluna Gongalves Resposta da aluna Flora
a) Esta é uma pega com o total de 6 pontos. Desenhe todas as outras pegas da 2) Esta 6 uma paga com o total ce & pontos. Desenhe 10das 25 outras pegas de
domind em que © total de pontos tambem seja 6 domind em que o 10tal de pontos 1ambém sea 6

0 % VJ
= - el o]

b) Se untermas 8 pega de ComING Qe eu @ desenhe: COM aquelas cutras
b) Se pntarmos a peca de domind que eu ja desenhei com aquelas outras sciughes que vocd desenhou agors, quantas pegss de domnd com o olel de &
solugdes que vocé desenhou agora, quantas pecas de domind com o total de 6 pontos Maremos a0 ddo?

pontos teremos ao todo?

NTodebol i feon3 fu0on com 6 poils-

Resposta da aluna Mel Resposta da aluna Moranguinho

a) Esta & uma pega com o total de 6 pontos. Desenhe todas as outras pecas de 8] Esta & uma pega com o Y2l de 6 portes Desenhe todas 2s outras pacas e
dominé em que o fotal de pontos também seja 8 dormind em que o total d8 poetos ambém sag 5

1 L

i

b) Se juntarmos a pega de domind que eu ja desenhei com aquelas cutras b.l‘Se Jutarmes 3 paga de domind qu2 eu jd desenhei com aquslas outras
solugdes que vocé desenhou agora, quantas pegas de domind com o total de 6 salugdes Que vo8 deseniicu Bgra, quanias pacas de daming com o total e €
pontos teremos &o todo? porios feramos a0 todo?

e

Fonte: Arquivo dos pesquisadores
Algo que nos chamou a atencéo foi o0 desenho da aluna Mel, que representou a peca de

domind com trés pontos em cada um dos quadrantes, e uma peca continha os pontos em
diagonal e outra continha os pontos na horizontal. Olhando pelo aspecto do raciocinio
combinatério, ela cometeu o erro de repeticdo de possibilidades, que é um dos tipos
cometidos no processo de enumeragdes. Embora esse erro de repeticdo seja esperado em
problemas de combinatoria, fomos pegos de surpresa sobre o que levou a aluna a construir tal
representacdo na horizontal. Ao conversarmos sobre as pecas desenhadas e o porqué de tal
representacdo, Mel disse que, na hora da atividade, lembrou as pecas de domin6 que

costumava jogar com o avé e por isso fez tal representacéo. Nesse sentido,

[...] a0 mesmo tempo em que planejamos nossa sala de aula pensando nessa
variedade, nessa multicontextualidade, somos ‘atropelados’ e ‘pegos de surpresa’
por ela, mas é essa mesma variedade de fatores que pode (re)dimensionar e nortear
todos 0s nossos pensamentos e acfes. Na verdade, por um lado, ndo ha como
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delimitar/controlar essa multicontextualidade, mas, por outro, ela passa a ser um
referencial, um mapa que ajuda a pensarmos e repensarmos cotidianamente o
movimento de operacionalizacdo da ERCPCDP na sala de aula (ANDRADE, 2017,
p.391).

Quando trabalhamos a compreensdo de problemas matematicos, precisamos ter em

mente que ndo é apenas a auséncia de conhecimentos matematicos que pode influenciar no
entendimento de um problema. Ha fatores afetivos e epistemoldgicos, as experiéncias
pessoais, a estrutura do problema e a linguagem (seja materna, seja matematica) presente nos
enunciados.

Outro fato interessante em nossa analise foi que Red, Bela, Clara, Flora, Mel e
Moranguinho ndo desenharam a pega com o0s valores seis e zero e disseram que ndo se
lembraram desse caso particular. Segundo os pesquisadores Navarro, Batanero e Godino
(1996), esse € um dos tipos de erros que alunos podem cometer em problemas de
combinatoria: esquecer possiveis enumeragdes de particdes. “[...] O papel do professor ¢
justamente buscar situacdes probleméaticas que tenham o potencial de adicionar novas
perspectivas ao conhecimento do aluno [...]” (D’AMBROSIO, 2017, p. 111). Esse detalhe
chamou-nos a atencdo para a necessidade de os professores dos anos iniciais trabalharem com
tarefas que explorem a propriedade do elemento neutro da adicdo em combinacBes de
nameros.

Nesse sentido, o professor precisa auxiliar os alunos a desenvolver alguns
procedimentos necessarios ao processo de construcdo do raciocinio combinatério. Assim,
espera-se que 0s erros sejam reduzidos a medida que os estudantes vao realizando tarefas que
envolvem esse assunto. Entre os procedimentos necessarios para o desenvolvimento do
raciocinio combinatorio, citamos:

- Reconhecer quando é adequado um procedimento.

- Explicar as razdes para os distintos passos de um procedimento.

- Conduzir até o final um procedimento de forma confiavel e eficaz.

- Verificar o resultado de um procedimento empiricamente ou
analiticamente; reconhecer procedimentos corretos e incorretos.

- Gerar procedimentos novos e ampliar ou modificar os procedimentos
conhecidos.

- Reconhecera natureza e o papel que cumprem os procedimentos dentro da
matematica (BATANERO; GODINO; NAVARRO-PELAYO, 1996, p. 101,
traducéo nossa).

Nesse ambiente de compreensdo coletiva, 0 erro precisa ser visto ndo apenas como
uma resposta incorreta, mas sobretudo como resultado de um processo de pensamento que
precisa ser discutido para desenvolver um raciocinio matematico reflexivo. Ou seja, um
raciocinio em que os alunos utilizem conhecimentos matematicos sistematicamente e reflitam
sobre suas respostas em relacdo ao que é solicitado no problema. Para que isso ocorra, é

necessario escutarmos mais o que dizem os nossos alunos, como nos diz D’ Ambrosio (2017).
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O que se ouve, quando se acredita na producdo do aluno, informa a respeito do
conhecimento que ele leva para a escola e da sua forma de raciocinar; além de ter
enriquecido o modelo da matematica das criancas e dado direcao para planejar novas
acdes. As possibilidades para a continuidade do processo de ensino foram definidas
pela reflexdo sobre a producdo matematica dos alunos. O modelo dindmico, que se
altera a cada nova descoberta, se desenvolve a partir da voz dos alunos e propicia
aos professores elementos de investigacdo. O trabalho do professor-pesquisador
pode ser descrito como o trancar de pesquisa e acdo com reflexdo continua
(D’AMBROSIO, 2017, p. 127).

Por diversas vezes, nds professores queremos que o0s alunos aprendam 0s
conhecimentos matematicos socializados pela escola para interagir melhor com o mundo.
Porém, esquecemos que, antes de a crianga conhecer a matematica ensinada pelo professor
(baseada nos livros didaticos), ela ja interage com o mundo. Portanto, estamos diante de um
sujeito histérico que ja resolve problemas e, portanto, aprende com o mundo. Esses
conhecimentos anteriores podem ser aperfeicoados quando o professor escuta as respostas de
seus alunos e busca compreender o que os leva a tais pensamentos, fazendo intervencoes

necessarias para ajudar a desenvolver o raciocinio combinatorio.

Retorno coletivo sobre a tarefa do domino

Em 3 de abril de 2018, realizamos o retorno com 0s sujeitos da pesquisa sobre a
atividade do jogo do dominé. Apresentamos-lhes as respostas intuitivas corretas e incorretas,
sobre as quais conversamos com eles, sejam baseadas no conhecimento que tinham do jogo,
sejam em suas experiéncias escolares ou afetivas. Com suporte nessas intuicbes primarias,
fomos desenvolvendo intuicBes secundarias criando sistematizacbes de enumeracdo e
contagem.

Durante 0 nosso retorno coletivo, fomos conversando com os alunos e desenhando as
pecas de domind com o total seis de forma sistematica, comecando com valores extremos
(0,6) e (6,0). Em seguida, fizemos (1,5) e (5,1) e assim por diante, até que tivéssemos o par
formado pelo termo central (3,3). Paralelamente as solucGes visuais (desenhos), construimos
também as solucdes analiticas representadas pelas somas dos numeros e pelos pares
ordenados. Usamos essa estratégia para ensinar aos alunos a propriedade comutativa da
adicdo e o conceito de elemento neutro, ao fazer 6 + 0 e 0 + 6. Além desses conceitos
matematicos, explicamos aos alunos o que seria uma rotacdo, ao girarmos a pe¢a de domino
com um angulo de 180° em torno de seu ponto de simetria, integrando com outros conceitos

da geometria.
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Figura 11 — Imagem de exemplos de estratégias de resolucéo e de propriedades da adicéo discutidas com os

alunos

\

Fonte: Arquivo dos pesquisadores
Essas estratégias e conceitos foram antecipados com a professora regente que passou a

incorporar tais procedimentos de resolugdo em tarefas mateméticas em suas aulas. Ao
questionar os alunos sobre a propriedade que usavamos, a0 Somarmaos zero com seis e depois
somar seis com zero e verificarmos que o resultado ndo se alterava, eles também ndo
souberam responder. Apresentamos com a regente da classe alguns exemplos, até que a aluna
Pérola se lembrou do que a professora havia trabalhado numa aula anterior e respondeu que
era a propriedade do elemento neutro da adi¢éo.

Além de conversarmos com os alunos sobre a propriedade comutativa e do elemento
neutro da adi¢do, mostramos o que eram pares ordenados de nimeros e como realizar somas
sistematicas usando uma tabela de valores numéricos. Demos exemplos de pares ordenados,
como (0,6), (6,0), (1,5, (5,1), (4,2), (2,4) e (3,3). Fizemos isso porque acreditamos e
defendemos, com base em Fischbein (1975) e Vale (2017), que os problemas que utilizam
multiplas estratégias de resolucdo possibilitam aos alunos desenvolver outras ideias intuitivas
apresentando solugdes por desenhos ou geometricas, ou por calculos aritméticos ou
algébricos. Isto €, o que fizemos no retorno coletivo auxiliou a todos os alunos porque
favorece que cada aluno aprenda um arcabouco de ideias intuitivas para usar ao resolver
outros problemas. Desse modo, fomos dialogando e mostrando a importancia de formular
uma ldgica sistematica e usando a propriedade comutativa e o elemento neutro, para encontrar

possibilidades de escrever a soma de dois nimeros.

Considerac0es finais

374
Revista Paranaense de Educacdo Matematica, Campo Mourdo, PR, Brasil,
v.13, n.30, p.352-377, jan.-abr. 2024.



L ,
revista

PARANAENSE
DE EDUCACAO

MATEMATICA

A conversa com os alunos, além de ajudar na interpretacdo do problema, contribui
para que eles relacionem os conhecimentos matematicos que possuem a esquemas e
estratégias de resolucdo. Algumas acdes devem ser postas em pratica pelos estudantes para
desenvolver atitudes ante o conhecimento matematico, entre as quais esta a tendéncia de
revisar e refletir o proprio pensamento e sua atuagdo na resolucéo de problemas.

Acreditamos que a conversa coletiva com os alunos desde a leitura do problema é
importante para desenvolver a compreensdo das tarefas matematicas, a compreensdo de
conceitos e as estratégias de resolugdo. Para isso, € necessario desenvolver um ambiente
propicio, onde os alunos tenham liberdade de falar o que pensam sobre o tema abordado, pois
assim o professor podera identificar as dificuldades encontradas no processo de resolucéo,
sejam aquelas presentes nos enunciados, sejam as estabelecidas culturalmente ou mesmo as
conceituais.

Para que o raciocinio combinatdrio seja desenvolvido, € preciso que os alunos tenham
condigdes de sugerir algum tipo de resolucdo. A partir desta ideia, os alunos precisam testar
ou investigar estratégias que pensaram para resolver a tarefa, para que se convencam da
validade ou ndo de certas estratégias. Ademais, 0s alunos precisam aprender a exibir quais sdo
as possibilidades que encontraram para resolver a tarefa proposta e saber contar quantas foram
essas possibilidades. Todas estas etapas precisam ser exploradas pelos estudantes e eles
precisam observar se as ideias possuem conexdes entre Si.

Ao trabalharmos problemas de combinatéria com alunos de quinto ano, devemos
considerar que eles sdo sujeitos sociais e seus conhecimentos sdo construidos e reconstruidos
respeitando seus saberes culturais elaborados socialmente em suas experiéncias escolares e
extraescolares. Para que estudantes de quinto ano compreendam um problema matematico, é
preciso que o trabalho seja desenvolvido com cautela, escutando o aluno e reconstruindo
novos significados e reflexdes sobre suas respostas. 1sso é necessario para que as respostas
ndo se baseiem apenas em palpites fundamentados em experiéncias e sem um raciocinio
I6gico estruturado em conceitos matematicos.

Verificamos que, sem a intervencédo do professor, alguns alunos fizeram contagens que
ndo foram solicitadas no problema. Esse fato ajuda-nos a entender que a leitura de um
problema matematico se refere ndo s6 a compreensdo, mas também envolve o entendimento
de termos especificos da matematica (relagfes logicas) que, muitas vezes ndo fazem parte da
experiéncia escolar dos alunos.
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