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Resumo: Este artigo® tem como objetivo analisar processos de raciocinio matematico evidenciados
por dois pares de alunos do 3° ano de escolaridade de uma escola publica da periferia de Lisboa ao
resolverem uma sequéncia de trés tarefas exploratorias. A fundamentacdo teodrica aborda o raciocinio
matematico, nomeadamente quanto a sua definicdo, seus aspectos estruturais e processos. O estudo
segue uma abordagem qualitativa e interpretativa e insere-se hum projeto mais amplo que utiliza uma
metodologia de investigacdo baseada em design. Os dados foram recolhidos por observacdo
participante apoiada por gravacdo em video dos pares ao realizarem as tarefas, bem como dos registros
escritos dos alunos na resolucéo das tarefas. O processo de anélise evidenciou indicios de raciocinio
matematico sustentado pelos processos de formular conjecturas, generalizar, validar e justificar.
Palavras-chave: Raciocinio matematico. Processos de raciocinio. 3° ano.

MATHEMATICAL REASONING PROCESSES IN SOLVING
EXPLORATORY TASKS IN THE THIRD GRADE

Abstract: This paper aims to analyze processes of mathematical reasoning evidenced by two pairs of
third grade students of a public school in the periphery of Lisbon when solving a sequence of three
exploratory tasks. The theoretical framework approaches the mathematical reasoning, namely as to its
definition, its structural aspects and processes. The study follows a qualitative and interpretative
approach and is part of a larger project that uses design research. The data were collected by
participant observation supported by video recording of the pairs when they performed the tasks and
the students’ written records of the tasks solving. The analysis process showed evidence of
mathematical reasoning supported by the processes of formulating conjectures, generalizing,
validating and justifying.

Keywords: Mathematical reasoning. Reasoning processes. Third grade.

Introducéo

O desenvolvimento do raciocinio matematico € considerado um dos grandes objetivos
do ensino da Matematica, tanto em termos portugueses (MATA-PEREIRA; PONTE, 2017),
como internacionais (JEANNOTTE; KIERAN, 2017; STYLIANIDES, 2009). As orientacdes
curriculares internacionais assim o preconizam (NCTM, 2017). Justifica-se assim a
pertinéncia deste estudo centrado no desenvolvimento do raciocinio matematico dos alunos.

Este artigo, que se insere em um projeto mais amplo, tem como objetivo analisar
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processos de raciocinio matematico evidenciados por dois pares de alunos do 3° ano de
escolaridade ao resolverem uma sequéncia de trés tarefas exploratdrias, inseridas numa cadeia
de tarefas.

A analise, tendo como aporte tedrico 0s processos de raciocinio matematico definidos
por Lannin, Ellis e Elliot (2011), Ponte, Mata-Pereira e Henriques (2012), Jeannotte e Kieran
(2017) e Morais, Serrazina e Ponte (2018), apresenta evidéncias de raciocinio matematico
nomeadamente, dos processos de conjecturar, generalizar, justificar e validar dos alunos

durante a realizacao das tarefas.
Raciocinio matematico

Apesar de haver consenso entre 0s pesquisadores sobre a importancia do raciocinio
matematico, o mesmo nao ocorre em relacdo a caracterizagdo do mesmo. “O raciocinio
matematico é reconhecido como fundamental por numerosos autores, que sublinham uma
variedade de aspectos” (PONTE; MATA-PEREIRA; HENRIQUES, 2012, p. 357). Jeannotte
e Kieran (2017) comentam que, na comunidade de pesquisadores, o discurso sobre o
raciocinio matematico é constituido de mdaltiplas visbes, que confrontam umas as outras. De
acordo com estas autoras, tal polissemia dificulta comparacfes ndo apenas das diversas
abordagens e caracterizagcBes do raciocinio matematico, mas também dos resultados dos
estudos sobre ele.

Em sintese, destacam-se as seguintes definicGes para o Raciocinio Matematico que,
embora diferentes, guardam uma esséncia comum, que é produzir novos conhecimentos a

partir de outros ja existentes:

Quadro 1: Algumas defini¢cdes para Raciocinio Matematico

Definicéo Referéncia

“Processo de comunicagdo com outros ou consigo mesmo
que permite inferir enunciados matematicos a partir de outros | JEANNOTTE; KIERAN (2017, p. 7)
enunciados matematicos”.

Processo de inferéncia como o que utiliza informacao
matematica j& conhecida para obter novo conhecimento ou
novas conclusdes.

STYLIANIDES (2009)

Processo que utiliza “informagéo ja conhecida para obter, MATA-PEREIRA; PONTE (2018, p.
justificadamente, novas conclusdes”. 782)

Processo conjunto de conjecturar, generalizar, investigar LANNIN: ELLIS; ELLIOT (2011)
porqué, argumentar e refutar se necessario.

Um conjunto de processos mentais complexos através dos
quais se obtém novas proposic¢des (conhecimento novo) a
partir de proposi¢des conhecidas ou assumidas como
verdadeiras (conhecimento prévio).

MORAIS; SERRAZINA; PONTE
(2018)
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Fonte: As autoras

Jeannotte e Kieran (2017), por sua vez, identificaram também dois aspectos do
raciocinio matematico: o estrutural e o de processo. As formas mais citadas do aspecto
estrutural sdo a deducdo, a indugdo e a abducdo, enquanto no aspecto de processo
identificaram oito processos distintos que emergiram da literatura, dentre os quais estdo
generalizar, conjecturar, justificar e provar (JEANNOTTE; KIERAN, 2017). Segundo as
autoras, os aspectos estrutural e de processo sdo dois modos de olhar para o raciocinio
matematico, mas que se relacionam, ja que as “estruturas sao parte do aspecto de processo do
raciocinio matematico € 0s processos contribuem para a constru¢do dessas estruturas”
(JEANNOTTE; KIERAN, 2017, p. 7). O raciocinio dedutivo, por exemplo, relaciona-se com
0s processos de justificacdo, prova e prova formal, diferenca que discutiremos adiante. O
raciocinio indutivo esta ligado ao processo de generalizagdo, enquanto o raciocinio abdutivo
relaciona-se, principalmente, com os processos de generalizar e conjecturar.

De acordo com Ponte, Mata-Pereira e Henriques (2012), o raciocinio indutivo é aquele
por meio do qual se elaboram conjecturas a serem verificadas posteriormente. Diferentemente
do raciocinio dedutivo, o indutivo ndo conduz necessariamente a conclusdes validas, mas é
importante para a criagdo de novo conhecimento. J& o abdutivo consiste em formular
hipGteses razoaveis sobre determinado fendmeno. O raciocinio abdutivo, assim como o
indutivo, ndo conduzem necessariamente a uma afirmacdo vélida (MATA-PEREIRA;
PONTE, 2018). Assim, raciocinar matematicamente ndo se limita apenas ao raciocinio l6gico
e dedutivo, mas envolve também processos intuitivos, formulagdo de ideias e validacdo de
afirmacdes (JEANNOTTE; KIERAN, 2017).

Com relacdo aos processos de raciocinio, Jeannotte e Kieran (2017) organizaram e
caracterizaram varios processos associados ao raciocinio matematico, entre 0s quais, 0S
relacionados com:

(i) a procura de semelhancas e diferencas, como sejam 0s processos de generalizar,
conjecturar, identificar um padrdo, comparar e classificar;

(i) a validagdo, como sejam os processos de justificar e provar; e

(iii) o suporte a outros processos de raciocinio, como seja o processo de exemplificar.

Com relacéo a primeira categoria de organizacéo (i), 0 processo generalizar pressupde
que se infiram narrativas sobre um conjunto de objetos matematicos ou sobre as relacfes entre
0s elementos desse conjunto. De acordo com Lannin, Ellis e Elliot (2001), os alunos

generalizam quando se focam numa ideia ou num aspecto particular de um problema e
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pensam nele de uma forma mais abrangente. Ainda, descrevem que na generaliza¢do, duas
etapas sdo relevantes: identificar os elementos comuns e alargar o dominio do qual se partiu
(LANNIN; ELLIS; ELLIOT, 2001). Na mesma direcdo, Ponte, Mata-Pereira e Henriques
(2012, p. 3) afirmam que a generalizacdo “parte de uma conclusdo ou conjectura especifica
para formular uma conjectura de &mbito mais geral”.

Conjecturar consiste em “um processo que envolve raciocinio sobre relagdes
matematicas, desenvolvendo declaracdes, nomeadas como conjecturas, que requerem maior
exploragdo para verificar se sdo verdadeiras ou nao verdadeiras” (MORAIS; SERRAZINA;
PONTE, 2018, P. 555). Envolve um processo ciclico de: (i) enunciar a conjectura; (ii)
verificar se cobre todos os casos e exemplos; (iii) tentar refutar; ¢ (iv) encontrar um motivo
que faga com que a conjectura seja verdadeira ou tentar modifica-la (JEANNOTTE;
KIERAN, 2017).

De acordo com Lannin, Ellis e Elliott (2011), os alunos podem criar conjecturas
validas ou invalidas, conjecturas estas que estardo alicercadas em raciocinios validos ou por
vezes invalidos. Embora ndo sejam desejaveis, 0s raciocinios invalidos servem de ponto de
partida para o entendimento de ideias matematicas. Quanto a forma de apresentacdo de uma
conjectura, ela pode ser escrita de varias formas, ou até mesmo existir apenas na mente dos
alunos. Em contexto escolar, os alunos procuram regularmente padrdes e relacdes e concluem
como e porqué que eles existem (LANNIN; ELLIS; ELLIOTT, 2011). O processo de
identificar padrdes pode ser confundido com o de conjecturar, sendo que identificar padrdes
pode levar a uma conjectura, contudo, os dois processos nao sao iguais (STYLIANIDES,
2009).

Por sua vez, a comparacdo ¢ um processo que procura por meio de semelhangas e
diferencas construir uma narrativa sobre objetos ou relagdes matematicas. A comparacio de
exemplos torna assim possivel conjecturar. Comparar pode ter lugar a par com outros
processos de raciocinio matematico como generalizar, identificar um padrdao ou validar
(JEANNOTTE; KIERAN, 2017). J4 a classificacdo pode ser entendida como um processo que
procura justificar conjecturas de forma objetiva, tendo como base propriedades e defini¢des
matematicas (JEANNOTTE; KIERAN, 2017).

A segunda categoria (ii) de organizacdo dos processos de raciocinio matematico diz
respeito a validacéo, que € um processo matematico cujo objetivo € alterar o valor epistémico
de uma narrativa. Depois de procurar informacdo, esta pode ser validada de trés formas:
justificar, provar e provar formalmente (JEANOTTE; KIERAN, 2017).

De acordo com Jeannotte e Kieran (2017, p. 12), “justificar € um processo de procura
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de dados, afirmagdes e suporte para modificar o valor epistémico. Justificar ¢ um processo
social, podendo assumir dois formatos: (i) justificar a conjectura que surgiu no processo e (2)
relatar a validade que altera o valor epistémico”. O processo de justificar ndo apenas mostra
que uma afirmacdo é verdadeira, mas também fornece razbes pelas quais ela é verdadeira ou
valida em todos os casos possiveis. Ao justificar, os alunos “ndo apenas desenvolvem suas
habilidades de raciocinio, mas também seu entendimento conceitual” (MORAIS;
SERRAZINA; PONTE, 2018, p. 556).

Provar e provar formalmente (cujo rigor e grau de formalismo € maior do que em
provar) também sdo processos sociais usados pelos individuos ou pela comunidade para
responder a questdes da veracidade de uma afirmacgdo. Provar algo é um tipo especial de
atividade matematica na qual os individuos tentam justificar as suas afirmac6es por meio de
uma argumentacdo dedutiva. De acordo com Jeannotte e Kieran (2017), este processo altera o
valor epistémico de provavel para verdadeiro, por meio da pesquisa de dados, enunciados ou
algo que suporte essa alteracéo.

Por fim, na categoria (iii) temos o processo de exemplificar que apoia os demais, uma
vez que infere exemplos que apoiam tanto a pesquisa de semelhancas e diferencas como a
validacdo. Este processo permite explorar problemas com o objetivo de conjecturar, verificar
conjecturas e reformula-las ou pode levar a generalizacdes (JEANNOTTE; KIERAN, 2017).

Para Morais, Serrazina ¢ Ponte (2018, p. 556), “alunos de diferentes anos escolares
podem se envolver em processos de raciocinio matematico. Isso significa que conjecturas,
generalizacBes e como essas conjecturas sdo testadas e justificadas assumirdo formas
diferentes ao longo dos anos escolares”.

Tendo em consideragdo as especificidades no desenvolvimento do raciocinio neste
nivel de escolaridade, bem como as defini¢des dos processos de raciocinio apresentadas pelos
varios autores, apresentamos no Quadro 2 uma sintese do que levamos em consideracdo nas
resolucdes e dialogos dos alunos que nos permitiu identificar a presenca das acdes de

generalizar, conjecturar, justificar e validar.

Quadro 2: Processos de raciocinio e respectivos indicadores (baseado em Lannin, Ellis e Elliot, 2011;
Ponte, Mata-Pereira e Henrigues, 2012; Jeannotte e Kieran, 2017; Morais, Serrazina e Ponte, 2018)

Processos de .
ST Indicadores
Raciocinio
G I Identifica semelhancas entre os casos e aplica um conhecimento ou procedimento
enerafizar que satisfaz todos os casos semelhantes.
Coniect Elabora uma estratégia de resolugdo definindo um procedimento a ser usado que
onjecturar tem o valor epistémico de provavel ou possivel.
valid Recorre a dados ou informagdes que permitem conferir se um procedimento é
afidar valido ou ndo, permitindo sua aceitagéo ou refutacéo.
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» Além de apresentar um procedimento, apresenta motivos para alterar o valor
Justificar epistémico de uma narrativa, justificando por que de ser valido ou néo.

Fonte: As autoras

Metodologia

Esta investigacdo segue uma abordagem qualitativa com carater interpretativo. Insere-
se num projeto mais amplo que utiliza uma metodologia de investigacdo baseada em design
(PONTE et al., 2016).

O presente estudo analisou 0s processos de raciocinio evidenciados por dois pares de
alunos do 3° ano de escolaridade ao realizarem uma sequéncia de trés tarefas matematicas,
inseridas numa cadeia composta por sete tarefas cujo objetivo era o de desenvolver a
flexibilidade de calculo em problemas de multiplicacdo. Os alunos foram escolhidos, por
indicacdo da professora, dada a sua capacidade de comunicacdo, nomeadamente de expressar
0 seu pensamento durante o trabalho autdnomo. A aula analisada foi realizada em janeiro de
2016 numa turma de uma escola publica da periferia de Lisboa, composta por 26 alunos, cujos
nomes foram alterados para garantir a confidencialidade. Os dados foram recolhidos através
da observacdo participante das investigadoras, apoiada pelas gravacfes audio/video, que
foram posteriormente transcritas. Foram também audio-gravadas as interacfes entre os dois
pares de alunos durante o trabalho autbnomo. Foram ainda recolhidos os registros escritos dos
alunos. A sequéncia de trés tarefas desenvolvida na aula denominada Mais do que Dez vezes
Dois e Dez vezes Cinco apresenta caracteristicas exploratorias. Os alunos estavam
organizados aos pares, 0 que permitiu a interacdo entre eles e cuja analise é o foco do presente
artigo. Analisamos os processos de raciocinio evidenciados pelos pares Marta e Agnaldo e
Monica e Bento, durante o trabalho autbnomo, tendo em conta os processos de raciocinio,

indicados no Quadro 2.

Resultados

Os resultados estdo organizados de acordo com a sequéncia de tarefas (Tarefa 1,
Tarefa 2 e Tarefa 3%).
Tarefa 1

Na introducdo desta tarefa (Figural), apds ter sido distribuida aos alunos, a professora

* Tarefas elaboradas por Jean Marie Kraemer, pesquisador membro do Projeto Pensamento numérico e calculo
flexivel: Aspetos criticos.
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pede a um deles para a ler em voz alta e faz uma breve explicagéo, destacando seu objetivo,

estabelecer maneiras (estratégias) de resolugdo. Em seguida, os alunos comecam a fazer a

tarefa.
Figura 1: Tarefa Mais do que dez vezes dois e dez vezes cinco.
Mais do quo
DEZ VEZES DOIS ¢ DEZ VEZES CINCO!
Fonte: As autoras
Par 1

Marta dirige-se a Agnaldo, afirmando que ja tem uma estratégia.

Marta: 12 vezes 2 é facil. Vamos olhar minha estratégia. 10 vezes 2, 2 vezes 2 [registra 0
resultado 24]. 10 vezes 2 igual a 20, 4 vezes 2 igual a 8, igual a 28.

Marta utiliza conhecimentos que j& possui, no caso, a decomposi¢do dos numeros nas
ordens no multiplicando. Segue esta estratégia para obter os demais resultados. Além disso,

Marta descreve o procedimento que utilizou. Agnaldo faz os trés produtos utilizando este

mesmo procedimento (Figura 2).

Figura 2: Registros de Marta e Agnaldo®- 12 parte Tarefa 1.

e ] [P
i | | pow
P

S il

42 )’((;;f}a 3 ol

Xa=po z}g :ra ;-}o
0xa= 22570 5x:10/20.

Fonte: As autoras

Ambos continuam a resolucdo (Figura 3). Agnaldo registra 10 X 5 =50, 1 X 5 =5,

® Do lado esquerdo registro da Marta, do lado direito do Agnaldo.
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cuja soma da 55, ainda com a mesma estratégia. Marta opta por uma estratégia diferente,
decompondo o multiplicador (ambos utilizam a propriedade distributiva da multiplicacdo em
relacdo a adicao).

Marta: Vou fazer 11 vezes 5. Agnaldo: vou fazer, olha minha estratégia aqui. 11 vezes 2, 11
vezes 3. Tu ndo fizeste essa estratégia [indica a folha de Agnaldo].
Agnaldo: Vou fazer no 18 vezes 5.

Marta faz o produto 12 X 5 para a qual utiliza novamente a estratégia de
decomposic¢do do multiplicando: 5 X 5=25;5 X 5=25;2 X5=10; 25+ 25=50; 50 + 10 =
60. Agnaldo faz a resolucdo para o 18 vezes 5, adotando também a estratégia da
decomposicdo, s6 que a aplica tanto no multiplicando quanto no multiplicador, evidenciando
recorrer a conhecimentos anteriores.

Agnaldo: Olha minha estratégia, olha. [mostra a folha para Marta com o seguinte registro: 10 X

2=20;10 X 3=30; 8 X 2=16; 8 X 3 = 24, cuja soma assinala como 90].

Flgura 3: Registros de Marta e Agnaldo — 22 parte Tarefal.

e TIINe 8 Su SEACSNCY A minhs maneirs de descobrh

lX:l— 2 5
112 :"/3 >5

——

‘1'1)(5_”5"
AOXE=I90 = s
AREEEEEE ™

2 ><'5f2 L2

R%2=0=%
X5=10

So41o= 6 ﬂ

Fonte: As autoras

Par 2
Monica e Bento recorrem a decomposicdo, optando Monica por decompor o
multiplicando e Bento, o multiplicador (Figura 4).

Ménica: Vamos comecar entdo. 12 vezes 2; 10 vezes 2 igual a 20, 2 vezes 2 igual a 4. Vamos
olhar minha estratégia. 24 [registra na folha)].

Bento: Minha estratégia é 12 vezes 1 igual a 12; 12 vezes 1 igual a 12 [registra na folha com a
soma 24].

M@dnica: Vamos fazer essas duas. Deixa eu ver essa.

[Cada um registra a estratégia feita pelo outro].

Seguem para o segundo produto, novamente recorrendo a estratégia da decomposicao

do multiplicando ou do multiplicador.

Monica: A primeira ja fizemos, vamos a segunda. 14 vezes 2. 10 vezes o 2 é igual a 20; 4 vezes
2 € igual a 8 que ¢ igual a 28 [faz o registro enquanto fala]. J& esta. Agora vamos fazer a
proxima conta, que é 14 vezes 0 1 que é igual a 14; 14 vezes o 1 que é igual a catorze [registra o
resultado 28].
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Bento registra as mesmas estratégias.
Monica: Agora vamos fazer o 30 [referindo-se ao resultado de 15 X 2]. Tu também tens que

fazer a do 15 [indica a folha de Bento] que é igual a 30.
Bento: Espera ai [ele esté a finalizar alguns registros]. Pronto! 15 vezes 1 € igual a 15; 15 vezes
1 que é igual a 15, é igual a 30 [registra enquanto fala].

Marta: 30. Ja fiz. [registra 10 X 2 = 20; 5 X 2 = 10, indicando a soma 30].

6
f. ¥e= 1'? X u: “Il
{9x1=12
‘hl Y2 -_J‘1
10X -20-524
wrZs4 7

T juegziE

10%2=20_ ..

brazg /=2

taet=14~> 28

] Mr] -‘_fl_f_?

- -

etz 12530
6::-’5 7

tFea:30 i/
_nmm?u__f"
b 5eacte

Fonte: As autoras

Figura 4: Registros de Monica e Bento® — 12 parte Tarefa 1.

 de b

Iniciam as multiplicacdes por 5. As estratégias usadas por eles continuam as mesmas,

sO que agora apenas decompdem o multiplicando.
Ambos os pares identificaram semelhancas entre os casos, ou seja, todas as operacoes

envolviam a multiplicacdo de um ndmero composto por dezenas e unidades por outro

composto apenas por unidades. Diante disso, escolnem um procedimento que, ao ser utilizado

com sucesso em uma das operacdes, é estendido as demais, num processo de generalizacéo.

Tarefa 2:

A professora solicita que um aluno leia a tarefa. Em seguida faz uma breve explicacéo,
salientando que o objetivo da Tarefa 2 (Figura 5) é descobrir as maneiras diferentes de se

formar os 13 céntimos. Nesse momento, um dos alunos questiona se podem sobrar céntimos,

a professora esclarece que ndo. Os alunos comecam a resolver.

® Do lado esquerdo registro da Ménica, do lado direito do Bento.
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Figura 5: Tarefa 13 céntimos com moedas de 1 cent, 2 cents e 5 cents.
13 céntimos com moedas de
1 cent, 2 cents e 5 cents
Duas maneiras diferentes
Bl= = |+ % |+[ w1 |
n-l woms | awr |#] s |
Se nao ha moedas de 2 cents
E | .. ws |+ .. ®1
Se ndo ha moedas de 1 cent
ﬂ.' ..... ”s |'I'| e %2
Se ndo ha moedas de 5 cents
ﬂl' ..... ”2 |'.'| e M1 |
Fonte: As autoras
Par 1

Tendo como referéncia a tarefa anterior, Marta e Agnaldo resolvem esta rapidamente,
sem muitos questionamentos (Figura 6).

Marta: Entdo 10 [indicando 2 X 5]; 12 [indicando 1 X 2 = 2 que somado ao 10, da 12]; entdo
aqui também é 1. 1, 1 e 2 [faz o registro].

Comecam a tentar a segunda maneira de obter 13 céntimos.

Marta: 5 vezes 2 igual a 10. 1 vezes 5?

Agnaldo: 1 vezes 5 [ambos registram]. Faltam 8. 2 vezes 2...

Marta: 4 [ambos anotam 2 x 2 na folha].

Agnaldo: Entdo temos 4, entdo 1 X 4 [fazem o registro].

Marta: Acho que tem uma terceira maneira [e comeca a anotar 1 X 5+ 3 X 2 + 2 X 1]. Também
da.

Agnaldo: Como?

Marta: 5 mais 6, 11, com 2, 13 [indica com o lapis cada operacao para Agnaldo]. Esse exercicio
da de trés maneiras.

Agnaldo anota em sua folha.

Ap0s estabelecer a primeira maneira, Marta percebe que a op¢édo de duas moedas de 2
céntimos (2 X 5) ndo e mais valida, entdo indaga Agnaldo da possibilidade de iniciar com 1
moeda de 1 céntimo (1 vezes 5?). Agnaldo concorda. Optam por iniciar por 1 X 5, que, para
atingir 13, “Faltam 8”. ldentificam facilmente que precisam distribuir o 8 nas duas
multiplicaces (2 X 2 + 4 X 1). Essa estratégia possibilita a Marta perceber que ha outra

maneira de obter os 13 céntimos.
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Figura 6: Registros de Marta e Agnaldo 12 parte Tarefa 2.
Duas maneiras diferentes Duas maneiras diforentes
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Fonte: As autoras

Continuam a resolucgéo da tarefa (Figura 7).

Agnaldo: Eu ja sei [registra2 X 5 + 3 X 1]. Pronto! [mostra sua folha para Marta]

2 vezes 5 mais 3 vezes 1.

Marta anota rapidamente.

Agnaldo: Agora faltam moedas de 1 céntimo. 2 vezes 5 [anota na folha].
Marta: Nao pode ser! Nao pode ser vezes 2 tem que ser vezes 1.
Agnaldo apaga o 2 e escreve o 1.

Agnaldo: 1 vezes 5, 5.

Marta: Agora ja temos 5, entdo 4 vezes o 2 [ambos anotam].

Fazem o ultimo sem comentarios.

Novamente Marta entende que ndo pode usar, quando ndo ha moedas de 1 céntimo, a
multiplicagdo 2 X 5, pois, ja tendo 10 céntimos, ao multiplicar 1 X 2 terd 12 céntimos, e ao
multiplicar 2 X 2 tera 14 céntimos, o que, em nenhum dos casos, atende a exigéncia da tarefa.
Embora ela ndo explicite oralmente essa ideia, ela estd subjacente a resposta que da ao colega

“Nao pode ser! Nao pode ser vezes 2 tem que ser vezes 1.

Figura 7: Registros de Marta e Agnaldo — 22 parte Tarefa 2.

12*—""Se n#o ha moedas de 2 cents Se nfio ha moedas de 2 cents
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Fonte: As autoras

Ao terminarem, a professora aproxima-se e pede para eles explicarem o que fizeram.

Marta: Fizemos 2 vezes 5 que era 10, mais 1 vezes 2 que ja era 12, depois 1 vezes

1, mais um era 13. Depois aqui fizemos 1 vezes 5 é 5, depois...

Agnaldo: 2 vezes 2 é 4, que dai ja era 9, mais 4.

Professora: Sim, e as outras? Ndo tem moedas de 2 céntimos?

Marta: 2 vezes 5 é 10, depois 3 vezes 1 é 3, entdo é 13.

Agnaldo: 1 vezes 5 é igual a 5, mais 4 vezes 2 que é 8. E agora [indicando a Gltima questdo] 5

vezes 2 mais 3 vezes 1.
Marta: Essas aqui estéo inversas [indica2 X5+3 X 1e5 X 2+ 3 X 1], uma parte esta inversa e

128
RPEM, Campo Mourdo, PR, Brasil, v.09, n.18, p.118-136, jan.-jun. 2020.



-y,
revista

PARANAENSE
DE EDUQACAO
MATEMATICA
e &
a outra estd igual. Pois d& na mesma.

Marta e Agnaldo relatam passo a passo o que fizeram, apresentando, em alguns
momentos, justificacdes para suas escolhas (“2 vezes 5 ¢ 10, depois 3 vezes 1 ¢ 3, entdo ¢
13”). Marta indica conhecer e aplicar a propriedade comutativa da multiplicacdo ao afirmar
que 2 X 5e 5 X 2 ddo o mesmo resultado. Esta propriedade ja tinha sido usada por Agnaldo
na resolucdo da primeira parte da tarefa, quando fez 13 =1 X5+ 2 X 2 + 4 X 1, sua fala foi
“Entdo temos 4, entdo 1 vezes 47, embora use o registro 4 X 1, atendendo ao exigido pela

tarefa.

Par 2
Monica e Bento ndo tiveram ddvidas e iniciaram prontamente a tarefa.

Monica: Quando fazes vezes 1 é o nimero que se tem vezes o 1... Oh Bento, ja
sei! Esses dois numeros tém que dar 12 [indica as multiplicagdes por 5 e por 2].
Bento anota 2 X 5 em sua folha. Em seguidao1 X 2e1 X 1.

Monica: 2 vezes 5, 1 vezes 2 e... 1 vezes 1 é 1 [anota em sua folha].

Bento ja fez de outra maneira e mostra Ménica.

Bento: 2 vezes 0 5 é 10, 1 vezes o0 2 € dois, faz 12, mais 1. 13.

Monica: Duas maneiras diferentes, sdo duas maneiras diferentes. Tu fizeste igual.
Bento apaga a segunda maneira.

Neste trecho é possivel perceber a intencionalidade de Monica em usar a multiplicacédo
por 1 como elemento neutro, sobrando 12 para serem distribuidos entre moedas de 5 e de 2.
Tal estratégia os auxilia a fazer a primeira maneira. Bento, sem perceber, repete 0 mesmo
procedimento ao fazer a segunda maneira e é corrigido por Monica. Prosseguem na tarefa.

Bento: Aquida 5 [anota5 X 5+ 3 X 2+ 2 X 1 e mostra para Monica].

Monica: Isso da 25 [indica 5 X 5]. 5 vezes 5 da 25.

Bento apaga e anota 0 1 X 5.

Bento: Agora 5 vezes 1 igual a 5, depois 3 vezes 2 igual a 6, depois 2 vezes 1.
Monica: Agora fica calmo que eu vou fazer. Ndo, ndo, agora eu tenho que

fazer aqui 0 3 (3 X 1), aqui fica 2 (2 X 2) e aqui fica 1 (1 X 5).

Bento: Né&o, aqui fica 0 2 (2 X 1), aqui fica0 3 (3 X 2) e aqui ficao 1 (1 X 5).
Monica: Deixa eu ver, 5 mais 3 s&o 8 .... hum... pois ndo da [apaga].

Bento: Aqui da 2, mais 5 igual a 7, mais 6 igual a 13 [mostra sua folha a Mdnica].
Ménica: Pois entdo eu estava a pensar mal [corrige sua folha].

Bento: Olha aqui, 1 vezes 5 igual a 5, depois 2 vezes 2 igual a 4. 5 mais 4 da
guanto?

Moénica: 9.

Bento: 9 [registra 4 X 1]. Ja fizemos outra. Ha 3 maneiras, aqui na parte de duas
maneiras diferentes.

Ménica: Quais sdo? [olha a folha de Bento e faz 0 mesmo registro]. 5, 5 mais 4, 9 mais 4, 13
[diz enquanto indica cada um dos produtos].

Bento inicia a resolucdo apresentando um calculo equivocado (5 X 5) e € alertado por
Monica, que apresenta como justificacdo que o resultado é 25, portanto maior do que o
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exigido pela tarefa. Apés fazer a adequacdo, apresenta sua resolugcdo a Monica. Ao fazer sua
tentativa, Monica também apresenta um célculo equivocado e é corrigida por Bento.
Entretanto, Bento apenas relata as operagdes que fez, o que conduz Monica a verificar se esta
correto ou nao (“Deixa eu ver, 5 mais 3 sdo 8 .... hum... pois ndo d4”), indicando um processo
de validac@o. Na sequéncia, Bento apresenta a justificagdo do seu procedimento (“Aqui da 2,
mais 5 igual a 7, mais 6 igual a 13”). Bento encontra outra maneira de se obter 13 céntimos e
compartilha-a com Mdnica, evidenciando justificacbes de que esta maneira também € correta
(“Olha aqui, 1 vezes 5 igual a 5, depois 2 vezes 2 igual a 4. 5 mais 4 da quanto?”). Na
sequéncia anota 4 X 1, que, somado ao 9, totaliza 13 céntimos (Figura 8).

Figura 8: Registros de Monica e Bento — 12 parte Tarefa 2.
Duas maneiras diferentes Duas maneiras diterontes
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Fonte: As autoras

Passam para a resolucdo da tarefa quando ndo had moedas de 1, 2 e 5 céntimos (Figura
9).

Monica: Néo pode ser 5 vezes 5 que passa, da 25 [anota 2 X 5 + 3 X 1]. Pronto,
este é facil.

Bento olha e anota na sua folha.

Ménica: Eu vou tentar fazer esta.

Monica anota 1 X 5 e fica pensativa um momento.

Bento: Se ndo ha moedas de 1 céntimo néo é dificil.

Moénica: 1 X 5, 5 ... encontramos 8 [registra 4 X 2 na folha]. Quanto é 5 + 8?
[pergunta a Bento]. E 13 ndo sabes?

Bento: Tens razdo [registra em sua folha].

Monica: E a debaixo?

Bento: 5 [ambos registram 5 X 2 + 3 X 1].

Neste trecho Monica percebe, tendo como referéncia a parte anterior da tarefa, que 0 5
X 5 n3o ¢ uma op¢ao adequada (“Nao pode ser 5 vezes 5 que passa, da 25”), portanto,
considera facil a resolucdo. Ao mostrar sua estratégia a Bento (1 X 5 + 4 X 2), apresenta uma
justificagdo (“Quanto é 5 + 8? E 13 néo sabes?). Ao concordar com ela, Bento faz 0 mesmo

registro.
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Figura 9: Registros de Mdnica e Bento — 22 parte Tarefa 2.
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Fonte: As autoras

Tarefa 3:

Na Tarefa 3 (Figura 10), semelhante a Tarefa 2, os alunos precisam encontrar maneiras
diferentes para compor 26 céntimos com moedas de 1, 2 e 5 céntimos. A professora deu
continuidade ao modo de introduzir a tarefa. Os alunos ndo tiveram dificuldade na
compreensdo e, um deles, identificou um erro de impresséo, que foi corrigido por todos e ndo

causou problemas.

Figura 10: Tarefa 26 céntimos com moedas de 1 cent, 2 cents e 5 cents.
6 oRramoe com moedes de
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Fonte: As autoras

Par 1
Como ja haviam feito a Tarefa 2, ndo tiveram davidas em comecar. Vao preenchendo
sem conversar, num primeiro momento.
Agnaldo: J4 fiz [mostra sua folha a Marta com o registro 4 X5+ 2 X 2 + 2 X 1].
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Marta faz 0o mesmo registro na sua folha e, em seguida inicia o registro da outra

maneira.

Marta: Eu fiz outra 2, 5, 6 [cujo registro € 2 X 5+ 5 X 2 + 6 X 1. Depois olha
para Agnaldo que ainda esté fazendo].

Agnaldo: Vai dar 3 vezes 5, 15, 21, entdo 5. [registra3 X 5+3 X 2 +5 X 1].
Marta: Ja fiz tudo.

Agnaldo: Ainda falta mais uma estratégia [Marta registra a estratégia feita por
Agnaldo, que por sua vez registra a feita por ela].

Marta e Agnaldo encontram, rapidamente, trés maneiras diferentes para compor 26
céntimos (Figura 11). Este trecho ndo apresenta indicios de processos de raciocinio, apenas a
descricdo dos procedimentos feitos por eles, tendo como referéncia o que fizeram na tarefa
anterior. Era esperado que os alunos estabelecessem alguma relacéo entre o 13 e 0 26 (dobro
ou metade) e estendessem essa relacéo ao efetuar o calculo (13=2X5+1X2+1X1e26=

4 X5+2X2+2X1),mas isso ndo ocorreu, pelo menos de forma explicita.

Figura 11: Registros de Marta e Agnaldo — 12 parte Tarefa 3.
Duas maneiras diferentes Duas maneiras diferentes
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Fonte: As autoras

Marta e Agnaldo prosseguem para a proxima parte da tarefa.

Marta: 5 vezes 5...

Agnaldo: Olha, 5 vezes 5, 1 vezes 1 [registra5 X 5+ 1 X 1].
Marta registra a mesma estratégia de Agnaldo.

Marta: Espera, quero fazer outro. 4 vezes 5 mais 6 vezes 1.
Agnaldo registra essa estratégia em sua folha.

Agnaldo: Agora sem moedas de 1 céntimo.

Marta: Nao ha moedas de 1 céntimo. Entdo 5 vezes 4 e depois é 3 vezes 2. [registra
enquanto fala].

Agnaldo: Deixa eu ver, 20 e 6. E agora 26 [faz 0 mesmo registro].
Marta: 13 e 0, olha aqui, 13 e 0. [registra 13 X 2 + 0 X 1]
Agnaldo faz esse registro em sua folha.

Agnaldo: Vamos fazer outras estratégias.

Marta: O, 6, 6, 10 vezes 2 mais 6 vezes 1.

Agnaldo: Acabamos! E fizemos muitas estratégias.

Num primeiro momento, Marta e Agnaldo concordam com as resolu¢ées um do outro
sem questionamentos. Entretanto, quando Marta apresenta a opgdo 5 X 4 + 3 X 2, Agnaldo
sente a necessidade de analisar se a conjectura apresentada ¢ valida (“Deixa eu ver, 20 ¢ 6. E

agora 26”). So6 depois ¢ que faz o registro. Portanto, houve um processo de validagdo feito por
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Agnaldo, considerando correto o procedimento apresentado pela colega. Na sequéncia, Marta
recorre a um conhecimento anterior, no caso a propriedade de elemento nulo da multiplicacao,
para encontrar uma maneira de compor os 26 céntimos (“13 e 0, olha aqui, 13 e 0”), onde

parece haver indicios de raciocinio matematico (Figura 12).

Figura 12: Registros de Marta e Agnaldo — 22 parte Tarefa 3.
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Fonte: As autoras

Par 2

Monica e Bento iniciam a tarefa pela parte “se ndo ha moedas de 2, 1 ¢ 5 céntimos”.
Bento registra 4 X 5 + 3 X 2. Em seguida faz sem moedas de 5 céntimos e mostra a Mdnica (8
X 2+ 10 X 1). E faz sem moedas de 2 céntimos (5 X 5 + 1 X 1). Ménica faz seus registros
iguais aos de Bento. Ndo ha discussdao nesse momento. Seguem para a primeira parte da

tarefa.

Bento: JAfiztudo. [5X5+0X2+1X1ed4dX5+3X2+0X1]

Ménica: Nao, ndo, ainda ndo acabei. Ndo se pode usar 0 zero.

Bento: Pode sim, se se quiser.

Monica: E por que é que queres usar o zero?

Bento: Para ser mais f4cil.

Monica: 5 vezes 5, 0 vezes 2, 1 vezes 1. Eu também usei o zero.

Bento tenta uma nova estratégia.

Bento: 1 vezes 5, aqui é 10 vezes o 2, vai dar certo! E 1 X 1. [mostra sua folha
para Mdnica].

Monica: Deixa eu confirmar essa coisa. Entdo 5, 20, 25... [j& constatou que o
resultado era 26 e registrou em sua folha].

Bento: Professora, ja fizemos tudo.

Monica: Vamos fazer mais aqui. N&o consegues mais nenhuma?

[faz o registrode 5 X 3+5X2+1X1].

Bento olha o registro de Monica.

Bento: 5 vezes 3 ndo ha.

Moénica: E ao contrario [apaga e registra 3 X 5.

Monica e Bento também ndo estabelecem, explicitamente, uma relagdo com a Tarefa 2
(dobro ou metade). Bento recorre ao conhecimento que possui sobre o elemento nulo da
multiplicacdo e usa-o em duas situacdes. Ao ser questionado por Mdnica, ele afirma que usa o
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zero “Para ser mais facil”, o que prontamente ¢ aceito por Monica que recorre a este
conhecimento para fazer a tarefa (“Eu também usei o zero”). Bento apresenta outra maneira
de fazer e, a0 mostrar para Monica, ela opta por validar tal resolu¢do (“Deixa eu confirmar
essa coisa. Entdo 5, 20, 25..”). Monica revela conhecer a propriedade comutativa da

multiplicacdo, pois realiza o registro de 5 X 3, que prontamente é corrigido por Bento, e, ao

perceber o equivoco, afirma “E ao contrario ” € registra corretamente 3 X 5 (Figura 13).

Figura 13: Registros de Mdnica e Bento — 12 parte Tarefa 3.
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Fonte: As autoras

Discussao e conclusao

A anélise do trabalho feito pelos alunos e dos dialogos sugerem indicios de raciocinio
matematico tomando como base a defini¢cdo de Jeannotte e Kieran (2017). Para desenvolver
suas estratégias de resolucdo, os alunos basearam-se em conhecimentos anteriores,
particularmente, na decomposicdo de nimeros e no entendimento das estruturas aditivas e
multiplicativas e em algumas propriedades da multiplicacdo, como comutativa, distributiva,
elemento neutro e elemento nulo. Além disso, comunicaram com 0s pares suas resolucgdes,
algumas vezes apenas relatando o procedimento adotado, mas em outras apresentando uma
justificacdo, por exemplo, “15 vezes 1 éigual a 15; 15 vezes 1 que é igual a 15, é igual a 30”.

Em relacdo aos processos de raciocinio utilizados, ao elaborar uma estratégia, 0s
alunos participantes formularam conjecturas, mesmo que de forma inconsciente, pois, ao
definir um procedimento a ser usado, por exemplo, a decomposi¢cdo do multiplicando,
julgaram que este caminho os conduziria a um resultado. Para Jeannotte e Kieran (2017), este
processo leva a formulagdo de narrativas que tém um valor epistémico de provavel ou
possivel. No inicio da tarefa, Marta fez a seguinte afirmagao “10 vezes 2 igual a 20, 4 vezes 2
igual a 8, igual a 28”. Ao perceber que sua estratégia a conduzia a um resultado correto,
utiliza-a em todas as demais multiplicacoes.

Marta faz uma nova conjectura, de acordo com Morais, Serrazina e Ponte (2018), ao
perceber que pode decompor também o multiplicador. Embora ela ndo a enuncie, tal
conjectura tem como base o conhecimento de que, ao multiplicar um nimero por 2, depois
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multiplicar esse mesmo nimero por 3 e somar o0s resultados obtém o mesmo resultado do que
multiplicar o nimero por 5, que corresponde a propriedade distributiva da multiplicacdo em
relacdo a adicao.

Além disso, os alunos generalizam a ideia matematica de que, ao decomporem 0s
ndmeros nas ordens (por exemplo, em 10 + 2) fazendo a multiplicagdo a partir da
decomposic¢do, obtém-se 0 mesmo resultado, tratando-se, portanto, de uma estratégia valida,
usando de modo ndo explicito a propriedade distributiva. E como expressdo dessa
generalizacdo, resolvem todas as multiplicacdes seguindo esta ideia, 0 que corresponde a ideia
de generalizar defendida por Jeannotte e Kieran (2017) ou ainda por Lannin, Ellis e Elliot
(2011). Entretanto, os alunos ndo apresentam uma justificacdo para a generalizacao.

Em alguns trechos, foi possivel observar o processo de justificar, de acordo com
Jeannotte e Kieran (2017), como por exemplo, na Tarefa 2, quando Ménica justifica a Bento
que aquela resolug¢do nao ¢ pertinente (“Nao pode ser 5 vezes 5 que passa, da 25”). Em outro
trecho, Marta apresenta a justificagdo da sua resolucdo para Agnaldo (“2 vezes 5 € 10, depois
3 vezes 1 ¢ 3, entdo é 13”). Ou ainda, a justificagdo apresentada por Bento quando Monica
contesta sua resolucdo (“Aqui d& 2, mais 5 igual a 7, mais 6 igual a 13”).

Alguns trechos sugerem que os alunos recorreram ao processo de validacdo, ao
conferir se o procedimento apresentado era valido ou ndo, o que vai ao encontro do definido
por Jeannotte e Kieran (2017), como sendo o processo de validar. Por exemplo, na Tarefa 3,
Agnaldo valida a estratégia utilizada por Marta (“Deixa eu ver, 20 e 6. E agora 26”) ou
quando Monica valida a resolucdo de Bento (“Deixa eu confirmar essa coisa. Entdo 5, 20,
25...””). Somente apos a validacdo ¢ que ambos aceitam anotar em suas folhas.

Salientamos que as tarefas, elaboradas numa perspectiva exploratéria, bem como o seu
desenvolvimento em pares, apoiaram 0 raciocinio matematico. De acordo com Morais,
Serrazina e Ponte (2018, p. 556), “¢ desejavel que os estudantes se tornem progressivamente
conscientes da necessidade de justificar e do que torna uma justificacdo valida, rejeitando
declaragdes baseadas na autoridade (de um professor, um colega ou um livro didatico)”. Os
processos explicitados conduziram os alunos a uma atividade intelectual rica, pois recorreram
a conhecimentos anteriores para apresentar estratégias diferentes de resolucdo, sem recorrer a

uma autoridade externa, como livros ou a professora.
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