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Resumo: Este artigo, de natureza tedrica, tem por objetivo construir uma caracterizacdo de
pensamento geométrico. Em nosso entendimento, esse texto € importante visto que ndo hd uma
unanimidade entre os estudiosos acerca de como se constitui essa forma de pensar em Matematica.
Nessa direcdo, decidimos elaborar uma caracterizacdo dessa instancia de pensamento tendo por base
as discussdes tedricas de Efraim Fischbein, Raymond Duval e Luiz Carlos Pais, trés autores que
realizaram pesquisas relevantes sobre o assunto. Assim, concluimos que o pensamento geométrico é a
capacidade mental de construir conhecimentos geométricos, de aplicar de modo coerente 0s
instrumentos geométricos na resolucio de problemas. E a capacidade de compreender a natureza dos
fendmenos e inferir sobre eles, de identificar e perceber a importancia da Geometria como uma
ferramenta para entendimento do mundo fisico e como um modelo matematico para compreensao do
mundo tedrico.
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GEOMETRICAL THINKING: IN SEARCH OF A
CHARACTERIZATION IN THE LIGHT OF FISCHBEIN, DUVAL AND
PAIS

Abstract: This article, of theoretical nature, aims to construct a characterization of geometric
thinking. In our understanding, this text is important since there is no unanimity among scholars on
how it can cause this way of thinking mathematics. So, in this direction, we decided to elaborate a
characterization of this instance of thought based on the theoretical discussions from Efraim Fischbein,
Raymond Duval and Luiz Carlos Pais, three authors who conducted relevant researches on the subject.
Thus, we conclude that geometric thinking is the mental capacity to construct geometric knowledge,
and consistently apply geometric instruments in the solution of problems. It is the ability to
understand the nature of phenomena and infer from them, to identify and realize the importance of
geometry as a tool for understanding the physical world and as a mathematical model to understand
the theoretical world.

Keywords: Geometry. Characterization. Geometrical thinking.

Introducéo

Atualmente, podemos evidenciar que o pensamento geométrico € o ponto central em
uma diversidade de pesquisas desenvolvidas no campo da educacdo geométrica no Brasil e no
exterior (LABORDE, 1985; BISHOP, 1989; NASSER, 1990; DEL GRANDE, 1990,
BLANCO, 2014; etc.). Embora exista uma concordancia acerca da relevancia de promover o
desenvolvimento desse pensamento nos discentes do ensino basico, esses estudos nado

apresentam uma defini¢do clara para esse termo, perdurando uma falta de consenso acerca do
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significado dessa instancia do pensamento matematico.

Talvez, a falta de concordancia sobre a caracterizacdo do pensamento geometrico
esteja fortemente ligada a prépria natureza evolutiva da Geometria ao grande numero de
objetos geométricos referentes ao seu campo conceitual, a mobilizacdo de diferentes
experimentos matematicos e, ainda, pelas diferentes maneiras provaveis de considerar o
pensamento em geral (ALMEIDA, 2016).

Perante essas circunstancias, optamos por escrever esse artigo que tem por objetivo
construir uma caracterizacdo do pensamento geométrico a partir das discussdes teoricas
produzidas por Fischbein (1993), Duval (1995) e Pais (1996). Em nosso entendimento, essa
caracterizacdo contribuira com o desenvolvimento de pesquisas futuras em Educacdo
Matematica que optarem por analisar, por exemplo, o funcionamento cognitivo do
pensamento geométrico de diferentes sujeitos ao resolverem problemas em Geometria, ao

longo da escolarizagéo.

Pensamento geométrico na compreensao de Efraim Fischbein

Um pesquisador que tratou a respeito do processo de formacdo do pensamento
geométrico € Efraim Fischbein (1993), ao introduzir a no¢do de conceito figural. Na
Geometria, os conceitos dependem da fusdo do aspecto figural e aspecto conceitual, isto é, o
principal argumento do autor é que a Geometria pode ser compreendida a partir de entidades
mentais (as chamadas figuras geométricas) que possuem ao mesmo tempo caracteristicas
conceituais e figurativas.

Para o investigador, uma esfera geométrica € uma entidade abstrata, formalmente
determinavel, como todo conceito auténtico. Além disso, possui propriedades figurativas,
antes de tudo, uma certa forma. A idealidade e a perfei¢do absoluta de uma esfera geométrica
ndo podem ser verificadas no mundo real.

Nesta associacdo entre conceito e figura, como é revelada em entidades geomeétricas, €
0 elemento imagem que estimula novas orientagfes do pensamento geométrico, mas existem
as restricOes logicas e conceituais que controlam o rigor formal do processo. Entéo, Fischbein
(1993) chama as figuras geomeétricas de conceitos figurais devido a sua natureza dupla.

Nas diversas teorias da Psicologia, conceitos e imagens mentais séo diferenciados, em
geral. Ao definir um conceito, o autor cita Pieron (1957, p.72): “representacdo simbolica
(quase sempre verbal) usada no processo de pensamento abstrato e que possui um significado
geral correspondente a um conjunto de representagdes concretas em relagdo ao que eles tém
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em comum”. Segundo Fischbein (1993), o que caracteriza entdo um conceito ¢ o fato dele
expressar uma ideia, uma representacao geral, o ideal de uma classe de objetos, com base em
suas caracteristicas comuns.

Com relacdo a imagem mental, o autor a indica como uma representacao sensorial de
um objeto ou fendmeno. O conceito de metal é a ideia geral de uma classe de substancias que
tem em comum uma série de propriedades: condutividade elétrica, entre outras. A imagem de
um objeto metélico € a representacdo sensorial do objeto respectivo (incluindo cor,
magnitude, etc.).

Como apontado por Fischbein (1993), conceitos e imagens séo classificados em duas
categorias de entidades mentais basicamente distintas, em toda a teoria cognitiva real. Para
ele, até mesmo a Teoria Proposicional, que considera que todos os tipos de informacéo sdo
codificados finalmente na mesma I6gica proposicional, remete-se a imagens e conceitos como
duas entidades mentais distintas.

Ao provar que dois lados (AB e AC) de um triangulo isosceles (ABC) sao
congruentes, 0 pesquisador sinaliza que nesse tipo de prova se faz uso de certa quantidade de
conhecimentos expressa de modo conceitual: os dois segmentos de reta que formam os lados
AB e AC foram considerados como congruentes. Nessa situacdo, foram utilizados os
conceitos de ponto, lado, angulo e triangulo. Entre esses usos conceituais, foi mencionado o
processo de reversdo. Todavia, simultaneamente, foi usada a informacgdo figurativa e as
operacdes representativas, como a ideia de separar o triangulo de si mesmo, invertendo-o e
superpondo-o sobre o original.

Fischbein (1993) indica que estamos lidando, nesse caso, com uma mistura de duas
entidades independentes e definidas, que sdo ideias abstratas (conceitos), por um lado, e
representacdes sensoriais que refletem algumas operagdes concretas, por outro. Ainda, sobre a

prova da congruéncia de dois lados de um triangulo isésceles, o investigador explica:

[...] consideremos o ndcleo da prova, que é a operagdo de separar o triangulo
ABC de si mesmo e de o reverter. Os conceitos ndo podem ser destacados,
invertidos e combinados. Tratamos aqui de descricGes de operacBes
aparentemente préaticas. Mas, na realidade, é possivel separar um objeto de si
mesmo? Certamente ndo. Tal operacdo ndo tem um significado concreto.
No6s lidamos com um mundo ideal, com significados ideais. Os objetos a que
nos referimos — pontos, lados, &ngulos e as operacdes com eles — tém apenas
uma existéncia ideal. Eles sdo de natureza conceitual. Ao mesmo tempo, eles
tém uma natureza figurativa intrinseca: somente ao se referir a imagens,
podemos considerar operacBes como desprendimento, reversiao ou
superposic¢do (FISCHBEIN, 1993, p.140, traducéo nossa).

Segundo o autor, o tridngulo e seus elementos ndo podem ser considerados como
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conceitos puros ou apenas imagens comuns. As operacdes utilizadas na prova ndo podem ser
realizadas com conceitos puros ou com objetos reais. Contudo, essas entidades e operacoes
participam de uma prova formal, ldgica, matematicamente véalida e, simultaneamente, a
conclusdo (a igualdade dos dois angulos internos associados aos vértices B e C) pode ser
verificada praticamente.

Fischbein (1993) afirma que as entidades — pontos, lados (segmentos de reta), angulos,
0 proprio triangulo e as operagdes com eles — apresentam qualidades conceituais. No
raciocinio matematico, eles ndo sdo referidos como objetos materiais ou como desenhos. Os
objetos materiais (s6lidos ou desenhos) sdo apenas modelos materializados das entidades
mentais com as quais 0 matematico trata. Apenas em um sentido conceitual, pode-se
considerar a perfeicdo absoluta de entidades geométricas: linhas retas, circunferéncias,
guadrados, cubos, etc.

Além disso, de acordo com o pesquisador, essas entidades geométricas ndo possuem
correspondentes de material auténtico. Pontos (objetos sem dimens@es), linhas (objetos
unidimensionais), planos (objetos bidimensionais) ndo existem, ndo podem existir na
realidade. Os objetos reais de nossa experiéncia pratica sdo necessariamente tridimensionais.
Mas, mesmo o cubo ou a esfera, a que o matematico se refere, ndo existem na realidade fisica,
embora sejam representacdes tridimensionais. Esses, também, sdo meras construgdes mentais
que ndo devem possuir qualquer realidade substancial.

Concordamos com o autor, ao considerar que 0s objetos geométricos ndo existem no
mundo fisico, mas, sim, 0 que podemos encontrar sao as representacdes desses objetos a partir
de objetos fisicos. Por exemplo, um dado pode parecer um cubo, mas ndo é. O dado é um
objeto real, do mundo fisico, mas que matematicamente pode ser analisado com uma
representacdo tridimensional do cubo (que é um objeto geométrico tridimensional abstrato,
logo, uma construgdo mental).

A distincéo entre o objeto geométrico (construcdo mental) e sua representacao (objeto
fisico) desempenha papel importante ao desenvolvimento do pensar em Geometria. Uma
pessoa que ainda ndo consegue perceber essa diferenca, geralmente, ndo alcangou o
pensamento geométrico de natureza avangada. Nessa dire¢cdo, 0 campo geométrico é
considerado como uma ferramenta para compreensdao do mundo fisico. Logo, a Geometria
ndo € vista como um modelo tedrico para o estudo dos objetos matematicos do mundo
platdnico.

Ademais, Fischbein (1993) aponta que essas constru¢des sdo representacfes gerais,

como qualquer conceito, e, jamais, copias mentais de objetos particulares e concretos. Por
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exemplo, quando desenhamos um determinado tridngulo ABC em uma folha de papel para
verificar algumas de suas propriedades (como a de suas alturas para serem concorrentes), ndo
nos referimos ao desenho especifico respectivo, mas a uma determinada forma que pode ser a
de uma infinita classe de objetos.

Segundo o autor, mesmo a forma particular desenhada com os lados e angulos dados,
pode ser a de uma infinidade de objetos. Na verdade, se lida com uma hierarquia de formas,
de uma aparentemente particular (mas, de fato, corresponde a uma infinidade de objetos
possiveis) a categoria universal de tridngulos. lIdealidade, abstracdo, perfeicdo absoluta,
universalidade séo propriedades que fazem sentido no dominio dos conceitos.

De acordo com o investigador, as propriedades das figuras geométricas sdo impostas
ou derivadas de definices no dominio de um determinado sistema axiomatico. Com isso,
uma figura geométrica tem uma natureza conceitual. Por exemplo, um quadrado ndo é uma
imagem desenhada em uma folha de papel, mas, sim, uma forma controlada por sua definigéo
(embora possa ser inspirada por um objeto real). Um quadrado é um retangulo com lados
iguais.

A partir dessas propriedades, pode-se continuar a descobrir outras propriedades do
quadrado (congruéncia de angulos que sdo todos retos, diagonais congruentes, entre outros).
Assim, sera possivel perceber que o quadrado é todo paralelogramo que é retangulo e losango
ao mesmo tempo.

Fischbein (1993) pontua que uma figura geométrica pode entdo ser descrita como
tendo propriedades intrinsecamente conceituais. Contudo, uma figura geométrica ndo € um
mero conceito, mas, sim, uma imagem visual. Ela possui uma propriedade que 0s conceitos
usuais ndo possuem, ou seja, inclui a representacdo mental da propriedade espacial.

Ainda, o autor afirma que os conceitos ndo se transformam, ndo se movem e as
imagens, como tal, ndo possuem a perfeicdo, a generalizacdo, a abstragédo, a pureza que se
supde ao realizar os calculos (por exemplo, calcular a distancia percorrida por um veiculo,
conhecendo o raio das rodas, o nimero de rotagdes por unidade de tempo e o tempo gasto).

Como mencionado pelo pesquisador, o tridngulo, a circunferéncia, o quadrado, o
ponto, a linha, o plano e, em geral, todas as figuras geométricas, representam construgdes
mentais que possuem propriedades simultaneamente conceituais e figurativas. Certamente,
qguando imaginamos uma circunferéncia, imaginamos uma circunferéncia desenhada
(incluindo, por exemplo, a cor da tinta) e ndo a circunferéncia ideal e perfeita.

Segundo o autor, a circunferéncia matematica, que é o objeto de nosso raciocinio

matematico, ndo tem cor, nenhuma substancia material, nenhuma massa etc. e € supostamente
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ideal e perfeito. Esse objeto tem todas as propriedades de um conceito, ele pode participar,
como esta, em um raciocinio matematico e isso, apesar de ainda incluir a representacdo da
propriedade espacial.

Para Fischbein (1993), os objetos de investigacdo e manipulacdo em raciocinio
geométrico sdo entdo entidades mentais, chamadas por conceitos figurais, que refletem
propriedades espaciais (forma, posi¢cdo, magnitude) e, a0 mesmo tempo, possuem qualidades
conceituais (como a idealidade, a abstracao, a generalidade e a perfeicao).

O autor ndo pretende afirmar que a representacdo que temos em mente, ao imaginar
uma figura geométrica, é desprovida de qualquer qualidade sensorial (como a cor), exceto as
propriedades espaciais. Mas ele afirma que, enquanto operamos com uma figura geométrica,
agimos como se nenhuma outra qualidade contasse. Deve ficar claro que a fusdo entre
conceito e figura em raciocinio geométrico expressa apenas uma situacao ideal e extrema.
Geralmente ndo alcancada absolutamente devido a restrigdes psicoldgicas.

O investigador indica que o pensamento geométrico inclui uma interagdo permanente
entre imagens e conceitos, tanto em situacdes cotidianas como cientificas. O desenvolvimento
dessa forma de pensar em Matematica é determinado essencialmente por construcdes
conceituais (simbolizadas ou mediadas por meios imaginarios) ou vice-versa.

Logo, 0 pensamento geométrico é a capacidade que permite uma pessoa compreender
a Geometria composta por entidades mentais, que tém caracteristicas conceituais e figurativas.
E o pensamento que possibilita perceber uma figura geométrica como uma imagem visual por
meio da sua representacdo mental. Essa representacdo é construida a partir das propriedades
conceituais e figurativas.

Nesse processo, 0 sujeito encara de fato como um jogo em que as redes conceituais
ativas interagem com fontes imaginativas. Além disso, Fischbein (1993) admite que, no
decurso dessa interacdo, os significados mudam de uma categoria para a outra, imagens que
obtém significado e conceitos mais generalizados, em grande parte enriquecendo suas
conotacdes e seu poder combinacional.

Fischbein (1993) considera trés categorias de entidades mentais quando se refere as
figuras geométricas: a definicdo, a imagem (baseada na experiéncia perceptivo-sensorial,
como a imagem de um desenho) e o conceito figurativo. O conceito figurativo é uma
realidade mental, € a construcao tratada pelo raciocinio matematico no dominio da Geometria.
E desprovido de propriedades concreto-sensoriais (como cor, peso, densidade, etc.), mas
exibe propriedades figurativas.

De acordo com o autor, essa construgdo figurativa é controlada e manipulada, em
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principio sem residuos, por regras e procedimentos l6gicos no dmbito de um determinado
sistema axiomatico. A dificuldade em aceitar a existéncia desse tipo de entidades mentais é
determinada pelo fato de que estamos diretamente conscientes apenas da representacdo mental
(incluindo varias propriedades sensoriais como a cor) e do conceito correspondente.

O investigador sinaliza que é necessario um esforco intelectual para entender que as
operagOes matematicas e ldgicas manipulam apenas uma versdo purificada da imagem, o
conteudo espacial-figurativo da imagem.

Como indicado pelo pesquisador, na manipulacdo de palavras em uma atividade
verbal, os sons (ouvidos ou expressos) sdo representantes externos, materiais de significado.
O significado esta além da materialidade da palavra expressa: o significado é uma ideia fixada
por um complexo de relacionamentos. O conceito figural também possui sentido.

Segundo o investigador, a particularidade desse tipo de significado é que ele inclui a
figura como uma propriedade intrinseca. O significado auténtico da palavra circunferéncia em
Geometria, como é manipulado pelo nosso processo de raciocinio, ndo € redutivel a uma
definicdo puramente formal. E uma imagem inteiramente controlada por uma definic&o.

Para o autor, o termo “figura” ¢ ambiguo ¢ pode denotar uma grande variedade de
significados. No seu texto, “figura” refere-se apenas as imagens espaciais. Normalmente, uma
figura possui uma certa estrutura, uma forma.

Segundo Fischbein (1993), as figuras geométricas correspondem a esta descri¢cdo, mas
algumas especificacbes devem ser adicionadas: (a) uma figura geométrica é uma imagem
mental, cujas propriedades sdo completamente controladas por uma definicdo; (b) um desenho
ndo é a propria figura geométrica, mas uma concretizacdo grafica ou materializacdo; (c) a
imagem mental de uma figura geométrica é, usualmente, a representacdo do modelo
materializado dela.

Ele considera que a figura geométrica em si é apenas a ideia correspondente que é a
entidade figural abstrata, idealizada e purificada, determinada estritamente pela sua definig&o.

Ao analisar a diferenca entre as ciéncias empiricas e a Geometria, Fischbein (1993)

argumenta que:

[...] a diferenga entre as ciéncias empiricas e a geometria, a este respeito, €
gue, na geometria, as imagens podem ser controladas exaustivamente por
conceitos enquanto nas ciéncias empiricas ndo sdo. Nas ciéncias empiricas, o
conceito tende a se aproximar da realidade existente correspondente,
enquanto na matematica € o conceito, por meio da sua definicdo, que
determina as propriedades das figuras correspondentes. Isso leva a uma
consequéncia fundamental. Todo o processo investigativo do matematico
pode ser realizado mentalmente, de acordo com um determinado sistema
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axiomatico, enquanto o cientista empirico deve, mais cedo ou mais tarde,
retornar a fontes empiricas (FISCHBEIN, 1993, p.149, traducdo nossa).

Entdo, com fundamento na discussao de Fischbein (1993), o pensamento geométrico é
caracterizado pela interacdo entre dois aspectos: o figurativo e o conceitual. Nessa diregcéo, em
nosso entendimento, podemos considerar que o pensamento geométrico pode ser definido
com a capacidade mental que permite considerar a Geometria como um conjunto de entidades
mentais (as chamadas figuras geométricas) que possuem simultaneamente caracteristicas

conceituais e figurativas. Essas caracteristicas interagem entre si.

3.2 Pensamento geométrico na compreensdo de Raymond Duval

Raymond Duval (1995) fornece uma analise do pensamento geométrico a partir de
uma abordagem cognitiva e de um ponto de vista perceptual. Dessa forma, baseando-se na sua
Teoria dos Registros de Representacdo Semidtica — TRRS, ele apresenta um recurso analitico
no formato de um quadro refinado para analisar a semiotica da Geometria.

A TRRS investiga o funcionamento cognitivo implicado, sobretudo, na atividade
vinculada a Matematica e no contexto complexo referente a aprendizagem do saber
matematico. Duval (1995) percebeu que muitos estudantes apresentam dificuldades
conceituais de aprendizagem relacionadas a Matematica, assim, ele passou a investigar
sistematicamente tais dificuldades em uma perspectiva cognitiva. Entdo, para o autor, a
descricdo do funcionamento cognitivo possibilita a compreensdo com significado dos objetos
matematicos pelo aluno.

Segundo o pesquisador o aspecto crucial a compreensdao matematica € a diferenciagédo
do objeto matematico de sua representacdo. Geralmente, na sala de aula da escola béasica, o
estudante considera que a representacdo do objeto matematico é o proprio objeto em si
mesmo, como consequéncia disso, ele ndo constréi uma compreensdo com significado.

Por exemplo, o desenho de um triangulo na folha do caderno € uma representacdo, de
natureza geométrica, mas ndo o proprio objeto geométrico triangulo em si. Esse objeto é uma
idealizag&o, uma construcdo mental. Todavia, séo as representacdes que possibilitam o acesso
aos objetos da Matematica.

Nessa situacao, segundo Fischbein (1993), estamos diante de uma combinacéo de duas
entidades definidas e autbnomas: o conceito (ideias abstratas) e as representacdes sensoriais
(que indicam algumas operagdes concretas). Para Duval (1995), o conceito corresponde ao
objeto geometrico, que € uma constru¢cdo mental de natureza platénica, enquanto que as
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representagdes sensoriais consistem em um modelo de representacdo desse objeto
matematico.

Para Duval (1995), as representacdes dos objetos matematicos podem ser classificadas
em trés categorias: mentais, internas (ou computacionais) e semioticas. As representacdes
mentais sdo formadas por uma colecdo de imagens e pontos de vista que uma pessoa
apresenta, relacionados a um objeto ou a um cenario.

As representacdes internas sdo marcadas pela realizacdo de uma atividade de modo
automatico, buscando promover um resultado moldado ao cenario. Por fim, as representacdes
semioticas consistem em construgdes formadas pela aplicacdo de signos derivados a um
sistema de representacdo, que apresentam uma complexidade de sentido e l6gica funcional.

Duval (1995) destaca que as representacfes semidticas sdo fundamentais a atividade
cognitiva do pensamento do ser humano, sendo ainda responsaveis por comunicar, isto é,
deixar as representacBes perceptiveis e disponiveis as pessoas. Desse modo, essas
representacfes exercem uma fungdo indispensavel na formacdo do pensamento em
Matematica.

Conforme o autor, essa importancia se justifica pelo fato de que os objetos
matematicos devem ser tratados a partir de um sistema de representacdo, além disso, tais
objetos ndo sdo visiveis, sdo producbes da nossa cogni¢do. Logo, necessitam desses sistemas
para sua designacao.

Discussdo semelhante pode ser encontrada em Fischbein (1993) ao considerar que 0s
objetos matematicos sdo constru¢fes mentais, logo, ndo existem na realidade fisica. Desse
modo, os objetos fisicos sdo representacdes tridimensionais utilizadas pelo matemaético no
estudo dos objetos de natureza matematica, presentes apenas no mundo platénico.

Duval (1995) considera que a construcdo dos conhecimentos em Matematica esta
fortemente atrelada a variedade de registros de representacdo. Para o autor, o registro define-
se como um “campo de varia¢do de representacdo semiotica em funcdo de fatores cognitivos
que lhe sdo proprios” (DUVAL, 2012, p.1, traducé@o de Méricles Thadeu Moretti).

No caso especifico das representacdes semidticas, no campo matematico, existe uma
ampla diversidade dessas representacdes, as quais Duval (1995) organizou em quatro grupos
de registros: a lingua natural (associacOes verbais e conceituais), as escritas algébricas e
formais (sistemas de escritas numeéricas, algébricas, simbdlicas e célculo), as representacdes
gréaficas (graficos cartesianos) e figuras geométricas (planas ou em perspectivas).

Na TRRS, o autor destaca duas operagdes cognitivas importantes para compreensao do

funcionamento cognitivo, especificamente, no estudo dos objetos em Matematica: o
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tratamento e a converséo. Para Duval (1995), o tratamento consiste em uma modificacdo que
ocorre dentro de um mesmo registro, enquanto que a conversdo é a mudanca da representagdo
de um objeto matematico para outra representacdo desse proprio objeto. Entdo, a partir dessas
alteracdes, que possuem diferencgas, podemos realizar uma analise refinada do ensino e da
aprendizagem da Geometria.

Como ilustracdo dessas modificagdes, consideremos, por exemplo, uma atividade
relacionada a orientacdo espacial, na qual, em uma turma do quinto ano do ensino
fundamental brasileiro, os estudantes recebem do professor o mapa do bairro da escola. Ao
marcarem 0 percurso que realizam de casa até a escola, certamente, cada estudante
apresentard um resultado diferente do seu colega, ou seja, diferentes tratamentos produzirdo a
mesma representacao grafica, no caso, o mapa fornecido pelo docente.

Em um segundo momento, os estudantes registram na folha do caderno o0 modo como
realizam o percurso a partir da leitura do mapa. Nessa fase, os discentes fazem a conversao,
isto é, a mudanca da representacdo grafica (o mapa) para a lingua natural (a descricdo no
caderno). Nessa situacdo, o objeto geométrico evidenciado é o de “orientacdo espacial” ¢ para
gue a aprendizagem seja relevante, é necessario que o docente oriente para que os alunos
realizem variados tratamentos e conversoes.

Duval (1995) ressalta que o tratamento se refere ao modo e ndo ao contetdo do objeto
em Matematica. Para o autor, a conversao abrange diferentes representacdes semioticas de um
mesmo objeto matematico, entdo, demanda o reconhecimento da distin¢cdo entre 0 modo e
conteddo de uma representacao semiotica.

Além disso, como sinalizado pelo pesquisador, a conversdao é uma operacdo mental
complexa, que envolve muito mais do que uma associagédo predefinida entre nomenclaturas e
figuras. Para que uma pessoa realize essa operacdo, ela deve articular as variaveis cognitivas
especificas de cada registro de representacdo semidtica.

A respeito dessa complexidade, Pirola (2012, p.37) indica que:

[...] a operagdo de conversdo tem como caracteristica conservar a referéncia
ao mesmo objeto matematico. Para que o sujeito ndo confunda o objeto a ser
estudado com o contetdo de sua representacdo, é necessario dispor de, ao
menos, dois registros de representacdo, de modo que esses dois sejam
percebidos como representando 0 mesmo objeto. Também é preciso que o
sujeito seja capaz de converter, de transitar entre os registros.

Segundo Duval (1995), a passagem pelos varios registros de representacdo deve ser
complementada com a coordenacgdo desses registros durante a solucdo de uma atividade ou de

um problema em sala de aula. Coordenar provoca reconhecer o objeto em Matematica nos

161
RPEM, Campo Mourdo, PR, Brasil, v.09, n.18, p.152-179, jan.-jun. 2020.



-y,
revista

PARANAENSE
DE EDUCACAO

MATEMATICA
L
diversos registros que os representam, além de compreender que tais registros se completam e
manifestam atributos e propriedades matematicas do objeto.

De acordo com o pesquisador francés, para compreender Matematica, inicialmente, é
necessario que o estudante coordene no minimo dois registros de representacdo semidtica,
relacionados a um certo objeto.

Nessa direcdo, nos diversos cenarios de sala de aula da escola bésica, os professores de
Matematica devem organizar as situacdes didaticas de forma que os estudantes vivenciem e
coordenem varios registros de um objeto matematico nas atividades. Nesse sentido, a
formacdo conceitual desse objeto ocorrera quando os estudantes estabelecerem a coordenagéo
dos registros, assim, eles compreendem as especificidades de cada campo de representacdo
semidtica do objeto em Matematica evidenciado na aula.

Tanto Fischbein (1993) como Duval (1995) sinalizam que as figuras geométricas sao
importantes a aprendizagem em Geometria dos estudantes do ensino bésico. No caso do
primeiro autor, a figura geométrica € uma imagem mental (representacdo do modelo
materializado dessa figura), cujas propriedades sdo integralmente controladas por uma
definicdo. Enguanto que, para o segundo pesquisador, as figuras geométricas compdem um
registro de representacdo semidtica relacionado a um objeto matematico.

Em relacdo a Geometria, Duval (1995) introduz trés processos cognitivos
imprescindiveis a aprendizagem geométrica dos estudantes da escola basica: visualizacao,
construcdo e raciocinio.

A visualizacdo é formada pelo estudo de natureza heuristica de um cenario sofisticado,
enquanto que a construcao é a producdo de configuracdes que constituem um modelo no qual
0s objetos em Matemaética sdo conectados aos procedimentos representados e aos produtos
obtidos.

Por fim, o raciocinio é o processo discursivo utilizado em provas e justificativas.
Como indica o investigador, cognitivamente um estudante torna-se proficiente em Geometria
a partir da articulacéo sinérgica desses trés processos.

Um importante itinerario para a compreensao de como o aluno aprende Geometria,
sobretudo quando ele tem contato com as figuras geométricas, é por meio das apreensdes
geométricas, propostas por Duval (1995), que, em nossa compreensdo, consistem em um
modelo de desenvolvimento do pensamento geométrico: apreensdao perceptiva, apreensdo
discursiva, apreensdo operatoria, apreensdo sequencial.

A apreensdo perceptiva possibilita a identificacdo ou o reconhecimento, rapidamente,

de uma forma (ou objeto) representada no plano ou no espaco. Epistemologicamente, tem o
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papel de identificar os objetos de duas ou de trés dimensdes. Tal tarefa é executada a partir de
tratamentos de natureza cognitiva, realizados de modo automaético, logo, sem consciéncia.
Esse tipo de apreensdo refere-se a primeira impressdo visual e com a leitura dos formatos da
figura em um cenario da Geometria.

A apreensdo sequencial é marcada pela constru¢cdo de uma figura geométrica, ou
ainda, pela descricdo dessa construgdo. Ela corresponde a ordem de como ocorre a producao
da figura, entdo, ndo depende somente das propriedades geometricas vinculadas a figura, mas
de demandas de natureza técnica dos instrumentos empregados (software, compasso, régua,
etc.).

A apreensdo discursiva refere-se a uma hipétese, uma legenda ou a uma denominacao.
Ela esta relacionada ao fato de que as propriedades geomeétricas representadas em um desenho
ndo podem ser definidas por meio da percepcdo, logo, devem ser explicadas a partir das
variaveis da figura geométrica. Segundo Duval (1995), essa justificativa é de ordem dedutiva.

A apreensdo operatoria € mobilizada quando o estudante opera sobre as figuras
geométricas por meio de manipulacdo, composicdo, transformacdo, reconfiguragéo,
comparacdo dos objetos voltados a Geometria para solucionar certa situacdo geomeétrica. Para
Duval (1995) essa apreensdo é mais sofisticada cognitivamente do que as demais apreensoes,
sendo alcangada por um estudante proficiente em Geometria.

De acordo com Duval (1995), a apreensdo operatoria consiste em alteracOes
geométricas provaveis em uma figura, que podem ser realizadas de muitos formatos, como

ilustrado no Quadro 01.

Quadro 01: Modificagdes figurais pela apreensdo operatoria

Tipo de modificacéo Operagdes que constituem a Fatores que afetam a
configural produtividade heuristica visibilidade

- - Reconfiguracdo intermediaria Caracteristica convexa ou néo
Modificagcbes mereologicas

Imerséo convexa das partes elementares
Modificacdes ticas Superpossibilidade Recobrlmento~par0|al
Anamorfose Orientacao
x Estabilidade das referéncias do
Rotacéo

campo perceptivo para o suporte
das figuras

Modificagdes posicionais ~
Translacédo

Fonte: Duval (1988, p.63, traducdo nossa).

Conforme apresentado pelo Quadro 01, toda figura geométrica pode sofrer
modificacOes de trés modos distintos segundo Duval (1988). As modificagdes mereoldgicas
sdo caracterizadas pela decomposicdo (fragdo ou reagrupamento) da figura em subfiguras,
mantendo uma relacéo de parte e de todo. Enquanto que, nas modificacfes Oticas, ocorre uma
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deformacdo ou aumento ou reducdo da figura, ou seja, ela é transformada em outra figura
(imagem). Por fim, as modifica¢Ges posicionais sdo marcadas pelos movimentos de translacéo
e de rotacdo, isto €, a figura é deslocada a partir de um ponto de referéncia.

Em cada uma dessas modificacdes, diferentes operacdes sao possiveis de ocorrerem.
Nas modificagdes mereoldgicas verifica-se a reconfiguracdo intermediaria, na qual uma ou
varias subfiguras diferentes, obtidas a partir de uma figura, sdo organizadas, formando uma
segunda figura (convexa ou ndo convexa). Entdo, essa operacdo resume-se apenas a um
tratamento figural. Ja a imersao ocorre quando a figura é mergulhada e dobrada no plano.

No caso das modificagdes Oticas, a operacdo de superpossibilidade é o tratamento
capaz de aumentar ou diminuir a figura sem gerar deformacdes. Ao passo que a anamorfose
produz distor¢des visuais na figura. Nas modificacbes posicionais, a rotacdo € o movimento
realizado em torno de um referencial que esta na propria figura e a translacdo é a mudanca de
posicao a partir de um ponto de referéncia fora da figura.

E importante destacar que as apreensdes ndo sio isoladas, logo, é possivel que na
solucdo de um problema, um estudante utilize mais de uma das apreensdes. Entdo, essa
conexdo entre as apreensdes serd necessaria para a compreensao da situacao. Além disso, ndo
ha hierarquia entre as apreensfes, mas, sim, uma subordinacdo, sendo que a apreensdo

perceptiva coordena esse processo, como sinaliza Moretti (2013, p.291):

[...] o que se desprende do trabalho desenvolvido por Duval € que ndo ha
uma hierarquia entre estas apreensdes, mas uma subordinagdo de uma a
outra dependendo do tipo de problema. Em geral, nas atividades propostas
para o0 ensino fundamental, é a apreensdo perceptiva que subordina as
demais.

Dessa forma, a apreensdo perceptiva subordina as demais apreensfes. Entdo, por
exemplo, é essa apreensao que possibilita o aluno, ao desenhar uma reta, identificar a altura e
designa-la por meio da letra h. Se o estudante realiza a identificacdo, entdo, ele esta operando.
Nesse caso, a apreensao perceptiva comanda a apreensao operatoria.

Duval (1995) considera também que a figura geométrica € o produto da articulacéo
entre as apreensdes perceptiva e discursiva, pois € necessario analisar a figura geométrica por
meio das hipoteses, desprezando, assim, as formas e as propriedades percebidas.

A visualizacdo consiste na ligacdo entre as apreensdes operatdria e perceptiva. Ela
pode orientar a apreensao operatoria, pois ndo demanda conhecimento em Matematica. Para o
autor, a demonstragdo (heuristica) é o produto da articulacdo entre as apreensdes discursiva e

operatdria, enquanto que a construcdo geomeétrica resulta da associacdo entre as apreensdes

164
RPEM, Campo Mourdo, PR, Brasil, v.09, n.18, p.152-179, jan.-jun. 2020.



-y,
revista

PARANAENSE
DE EDUCACAO

MATEMATICA
__ Sy
perceptiva, sequencial e discursiva.

Com base nessas conexdes, “podemos perceber a importancia da apreensao perceptiva
na aprendizagem da Geometria: as apreensdes operatoria, discursiva e sequencial subordinam-
se, em maior ou menor grau, dependendo do tipo de problema, a apreensdo perceptiva”
(MORETTI; BRANDT, 2015, p. 605).

Essa relevancia da apreenséao perceptiva fez Duval (2005) realizar a caracterizagéo dos
diferentes modos de olhar em Geometria, que consiste na classificacdo das formas de ver, de
acordo com a funcdo das figuras nas atividades geométricas propostas aos alunos: o olhar do
botanista, o olhar do agrimensor, o olhar do construtor e o olhar do inventor.

O olhar em Geometria inicia com o olhar icOnico, a partir do botanista, considerado o
mais elementar, finalizando com o olhar n&o iconico, com o inventor, reconhecido como o
olhar mais avancado. Dessa forma, ao aprender a realizar os olhares desse itinerario, o aluno
apreendera a olhar em Geometria (MORETTI, 2013). O quadro a seguir apresenta uma

explicacéo referente a cada olhar:

Quadro 02: Olhares em Geometria conforme Duval (2005)

Olhares Descricdo

Este é 0 olhar mais 6bvio e imediato. E uma questdo de aprender a reconhecer e a
nomear as formas elementares que sdo usadas na Geometria Plana: tipos de triangulos
e quadrilateros, configuracbes obtidas pelas diferentes posi¢fes de duas linhas retas
umas sobre a outra, possivelmente as formas circulares e formas oval, etc. E
obviamente uma questdo de observar as diferencas entre duas formas que tém algumas
semelhancas (um quadrado e um retangulo) e observar semelhancgas entre diferentes
formas (entre um quadrado e um paralelogramo). Aqui, propriedades distintas sdo
caracteristicas visuais de contornos.

Botanista

Trata-se de aprender a medir comprimentos em um campo, chdo ou distancias entre
dois pontos de referéncia e para registra-los em um desenho que tenha um status de
plano. Estamos, portanto, no inicio em duas escalas de grandezas que devemos
Agrimensor |combinar. Mas esse mapeamento ndo é natural ou Obvio, porque ndo existe um
procedimento comum para medir as distancias reais no campo e medir 0s
comprimentos de um desenho. As tarefas especificas deste olhar consistem em propor
atividades que exigem passar de uma escala de grandeza para outra.

A particularidade das figuras geométricas, pelo menos daquelas que correspondem a
formas e configuraces euclidianas elementares de formas elementares, deve ser
Construtor |construida por meio de instrumentos. As figuras geométricas ndo sdo desenhadas a
mao, sdo construidas com a ajuda de um instrumento que guia 0 movimento da mao,
0u que a substitui.

Neste olhar, na resolugdo de um problema, tracos na figura fornecida sdo adicionados,
sdo realizadas operacfes sobre a figura, e na busca de percursos de solucgéo,
Inventor | modificacbes sdo realizadas. O inventor é capaz de resolver o seguinte problema:
Como construir, a partir de um determinado quadrado, outro quadrado duas vezes
maior (cuja area é o dobro)?

Fonte: Duval (2005, p. 10-11, tradugdo nossa).
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Conforme indica Moretti (2013), esses olhares percorrem de um sentido a outro a
medida que as apreensdes geométricas sdo mobilizadas. No botanista, por exemplo, é
mobilizada a apreensao perceptiva, enquanto que no caso do inventor, todas as apreensdes sao
mobilizadas.

Segundo Duval (2011), outro aspecto importante ao desenvolvimento pensamento
geométrico € a mudanca dimensional, que consiste em um procedimento intelectual
mobilizado, sobretudo, na resolucéo de problemas em Geometria.

Conforme sinalizado pelo autor, uma representacdo em Geometria s6 tem sentido se
ela for transformada em outra representacdo. Isso € essencial para as figuras geométricas que
apresentam dois tipos de operacOes figurais que sdo especificos dessas figuras. Sobre essas

operacdes, Duval (2011, p.88, traducédo de Marlene Alves Dias) afirma que:

[...] existem aquelas que se apoiam diretamente na percep¢do e que
transformam unidades figurais 2D/2D (ou objetos 3D/3D) em outras de
mesma dimensdo. S0 aquelas executadas desde o come¢co da Geometria.
Elas apresentam a particularidade de poder ser realizadas por manipulacdes
sobre objetos materiais. E existem aquelas que dependem das operacGes de
desconstrucdo dimensional. Nenhuma manipulacdo material pode simulé-las.
Elas apareceram mais tarde na historia da Geometria.

Desse modo, como sinalizado pelo pesquisador, a operacdo fundamental relacionada
as figuras geométricas ndo € a sua producdo, mas, sim, a desconstru¢do dimensional das
figuras produzidas, seja por programas computacionais, seja de forma manual e instrumental.
A mudanca dimensional € marcante nas defini¢fes, nas propriedades, nas justificativas, ou
seja, em todo pensamento referente a Geometria, sobretudo, no estudo das figuras
geométricas.

Assim, de acordo com Duval (1995, 2005), o pensamento geométrico é a capacidade
mental de construir conhecimentos geométricos a partir das apreensdes geométricas. Dito de
outra forma, é a capacidade de reconhecer um objeto geometrico no plano ou no espago, de
construir uma figura geométrica ou descrever essa construcdo, de analisar essa figura em
termos de suas propriedades e de operar sobre as figuras geométricas por meio de
manipulacdo, decomposicao, transformacao etc.

Essa definicdo sinaliza implicitamente a existéncia de niveis de pensamento
geométrico. Todavia, essa discussdo ndo € realizada por Duval, que centra seus estudos na
subordinagdo existente entre as apreensdes geometricas.

E importante destacar que um estudante desenvolvera o pensamento geométrico
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quando ele mobilizar, no minimo, uma dessas caracteristicas, ou seja, quando ele atuar em
uma das apreensdes geométricas. Alem disso, como mencionado por Duval, ndo ha
hierarquia, logo, um mesmo sujeito pode trabalhar em duas ou mais apreensdes

simultaneamente.

Pensamento geométrico na compreensao de Luiz Carlos Pais

Tal como Fischbein (1993), Luiz Carlos Pais (1996) também investigou sobre como
ocorre a formacdo do pensamento geométrico. Sustentando-se na Teoria Epistemoldgica da
Geometria, desenvolvida por Gonseth (1945), o autor brasileiro analisou as implicagdes do
uso de desenhos, objetos materiais e de imagens mentais como recursos didaticos auxiliares e
representativos do processo de producdo dos conceitos geométricos, além do reconhecimento
da presenca de uma provavel conexdao desses componentes com as dimensdes intuitiva,
experimental e tedrica do conhecimento geométrico.

Dessa forma, a correlacdo entre os quatro elementos (objeto, conceito, desenho e
imagem mental) necessarios a elaboracdo de conceitos geométricos e 0s aspectos intuitivo,
experimental e tedrico, vinculados ao conhecimento em Geometria, constituem o pensamento
geomeétrico.

O termo objeto é considerado por Pais (1996) como sendo uma parte material,
visivelmente reconhecivel na realidade sentida pelo estudante e que pode ser relacionada ao
modo que certos conceitos em Geometria sdo ensinados na escola béasica. A titulo de
ilustracdo, o objeto coligado ao conceito de piramide pode ser uma pirdmide produzida em
cartolina, pléastico, madeira, argila, varetas ou qualquer outro tipo de material. Entdo, no
ambito da Geometria, o termo objeto é empregado tanto como modelo fisico como material
didatico.

Para o autor, 0 objeto é compreendido como uma maneira primaria de representacéo
de conceitos, tendo em vista que 0 processo de produgdo de cunho tedrico é demorado,
sucessivo e complicado: “primadria no sentido de que ele ¢ a forma mais acessivel e imediata a
sensibilidade humana” (PAIS, 1996, p.68). Dessa forma, o objeto € um modelo fisico que
favorece a elaboracdo de ideias, todavia, ndo ocupa o lugar delas: “o termo objeto ¢ aqui
utilizado apenas em sua acepgdo concreta e esta associado principalmente aos modelos ou
materiais didaticos” (PAIS, 1996. p.66).

Nessa perspectiva, podemos considerar materiais concretos e materiais manipulativos
como objetos. Contudo, conforme sinaliza o pesquisador, a atividade de manipular os objetos
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ndo pode se reduzir, apenas, a ludicidade.

Devido a sua natureza particular e concreta, esses objetos permitem uma
relativa facilidade de manipulacdo no transcorrer de atividades visando a
aprendizagem. Entretanto, faz-se necessario salientar que esta manipulagéo
ndo pode limitar-se a uma simples atividade ladica. Ndo se trata, aqui, da
manipulacdo de objetos defendida na educacdo pré-escolar cuja finalidade
ndo esta voltada diretamente para uma aprendizagem formal. O significado
que lhe é conferido é analogo a experiéncia raciocinada descrita por
Bkouche (1989), o qual associa necessariamente a manipulacdo fisica do
objeto uma atividade intelectual que estabeleca uma relagdo dialética efetiva
entre teoria e pratica. O problema que surge com 0 uso desses materiais é
gue sua natureza contrasta frontalmente com a generalidade e a abstracdo
dos conceitos visados, surgindo também dai a necessidade de se transpor sua
prépria materialidade (PAIS, 1996, p.67).

Nesse cenario, na manipulacdo de objetos, é fundamental que o estudante realize
interpretacdo geomeétrica do(s) conceito(s) que esta(ao) sendo representado(s), para que possa
desenvolver a abstracdo e a generalizacdo dele(s). Entdo, para o autor, ndo se trata de
abandonar a utilizacdo de objetos, mas, sim, compreender que a aprendizagem apenas
provocard uma acao relevante ao aluno, quando ele tiver condigdes de realizar uma andlise
geométrica da representacao implicada.

E not6rio, por isso, que a materialidade deve ser tratada na direcdo de possibilitar a
origem do processo de abstracdo, de outro modo, reincidira na falha desagradavel de
reconhecer a presenca de uma Geometria de natureza concreta.

Para Fischbein (1993), os objetos em Geometria sdo, entdo, entidades mentais,
chamadas por conceitos figurais, que apresentam propriedades espaciais (forma, posicéo,
magnitude) e, de modo simultdneo, tém qualidades conceituais (idealidade, abstracéo,
generalidade e perfeicéo).

Com relacdo ao termo desenho, Pais (1996) destaca que, do mesmo modo que O
objeto, também o é de &mago basicamente concreto e peculiar e, sendo assim, contrario aos
atributos globais e abstratos do conceito. Essa associagéo entre o individual e o global, entre o
concreto e o abstrato, que abrange a atividade de representar conceitos, aponta, por si propria,
para a maior complexidade colocada a atividade didatica que é, igual no contexto dos objetos,
a caréncia de realizar a transposi¢do do proprio desenho.

Segundo o autor, a representacdo, por um desenho, dos conceitos vinculados a
Geometria € um dos recursos didaticos mais vigorosamente estabelecidos nos processos de
ensino e de aprendizagem desse campo da Matematica. Tal fato demanda um estudo refinado

de origem didatica e epistemoldgica sobre seu funcionamento na aprendizagem geométrica.
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Quer seja na representacdo de figuras planas ou espaciais, 0 desenho tem
sido, na realidade, uma passagem quase que totalmente obrigatdria no
processo de conceitualizacdo geométrica. Sua presenca destaca-se tanto nas
aulas de geometria, como nos livros didaticos, ou mesmo, simplesmente,
para ilustrar os enunciados de exercicios, definicdes ou teoremas. Essa sua
presenca significativa leva a necessidade de uma reflexdo epistemoldgica e
didatica sobre o seu verdadeiro estatuto na aprendizagem geométrica (PAIS,
1996, p. 68).

Ao destacar a importancia do desenho na conceitualizacdo geométrica, cujo outro uso
é na representacdo de figuras geométricas ou espaciais, aqui notamos certa proximidade das
ideias de Pais (1996) com as de Fischbein (1993). Esse segundo pesquisador sinaliza que um
desenho ndo é a prépria figura geométrica, mas uma concretizacdo grafica ou materializag&o.

Assim, Pais (1996) sublinha que a utilizacdo do desenho na Geometria Espacial, que
muitas vezes necessita 0 auxilio da técnica da perspectiva, € mais complexo do que no caso da
Geometria Plana, na qual o desenho geralmente é reconhecido pelo estudante como se fosse o
préprio conceito em si.

Essa aplicagdo da perspectiva, que deixa o objeto representado em terceira dimenséo, é
uma das grandes dificuldades apresentadas pelos estudantes ao estudarem conceitos
geométricos espaciais. Acerca das particularidades dessas dificuldades, Pais (1996) cita
Bonafe (1988):

[...] neste sentido, Bonafe (1988) analisa em detalhes as dificuldades do
ensino da geometria espacial, quando o aluno ainda ndo tem imagens
mentais suficientemente operacionais para decodificar um desenho em
perspectiva. Este autor destaca o fato de que tanto a producéo de um desenho
em perspectiva pelo aluno, como a sua leitura, podem constituir-se em
obstaculos consideraveis para a aprendizagem. Estas observacdes sugerem
uma reflexdo mais importante em torno da possibilidade do desenho
transformar-se num obstaculo epistemologico [...] (PAIS, 1996, p.69).

O autor sinaliza que a leitura e a interpretacdo das informacfes geomeétricas
apresentadas num desenho necessita do controle de algumas informagdes técnicas que, em
geral, ndo sdo abordadas de forma clara e sistematica no ensino basico. Nos livros didaticos,
os desenhos séo explorados em diversos grafismos que, ndo obstante, tém um sentido fixado,
tém seu uso sustentado numa certa tradigdo, em vez de serem baseados numa aprendizagem
formal.

Para Pais (1996), essas dificuldades, acrescidas daquelas referentes a perspectiva, que
situam o desenho como um modo de representar mais complicado do que o representar por

um objeto.
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Como bem pontua o pesquisador, a constituicdo das imagens mentais € um assunto
bastante interessante a Psicologia Cognitiva, sendo o centro de varios estudos dessa area de
conhecimento, especificamente por possibilitar um modo holistico de apresentar o
conhecimento humano. Dessa forma, ao estudar as imagens mentais que podem ser
correlacionadas aos conceitos geométricos, Pais (1996) reportou-se a Epistemologia da
Geometria desenvolvida por Denis (1979; 1989), de génese tedrica cognitiva.

Assim, de acordo com o investigador brasileiro, essas imagens, que sdo de amago
basicamente diferente daqueles do objeto e do desenho, podem ser evidenciadas por dois
atributos fundamentais: a abstracdo e a subjetividade. Em decorréncia de serem abstratas,
essas caracteristicas podem ser associadas aos conceitos, apesar de que seu carater subjetivo
as separe da logica cientifica. Todavia, 0 autor ressalta que a elaboracdo da objetividade
percorre pela etapa subjetiva da visdo particular do estudante.

Ao reconhecer a complexidade ao definir uma imagem mental, Pais (1996) a considera
como a capacidade do individuo em enunciar, por meio da descri¢do, as especificidades de
um desenho ou de um objeto, quando esses componentes nao estdo presentes. Dessa maneira,
as nocdes de origem geométrica sdo ideias de natureza abstrata e, em vista disso,
desconhecidas da sensibilidade externa do ser humano, a constituicdo de imagens mentais é
um coroldrio praticamente restrito da exploragdo com objetos e desenhos.

Sobre o papel das imagens mentais no ensino e na aprendizagem da Geometria, 0

investigador explica que:

[...] a aprendizagem geométrica engloba necessariamente uma razodavel
habilidade racional de trabalho, com boas imagens mentais associadas nao s6
aos conceitos como também aos teoremas e situacbes geométricas
fundamentais. Exemplos de frases como: “Imagine uma reta perpendicular a
um plano”; “seja a diagonal principal de um cubo”, fazem um apelo direto
ao uso de uma imagem desse tipo. No transcorrer da aprendizagem, aos
poucos, 0 conjunto de tais imagens é enriquecido tanto no aspecto
guantitativo como qualitativo. Para os interesses educacionais, essas imagens
sdo tanto melhor quanto mais operacionais elas forem, o que permitira o
desenvolvimento de um raciocinio mais dinamico para a resolucdo de
problemas ou para novas aprendizagens. Para os interesses do ensino da
geometria, sdo 0s objetos e 0s desenhos que podem principalmente estimular
a formacao de boas imagens e, neste contexto, elas constituem uma terceira
forma de representacdo das nocBes geométricas. A natureza desta
representacdo é bem mais complexa em relagdo ao uso de um objeto ou de
um desenho, mas, por outro lado, permite uma utilizacdo muita mais rapida e
eficiente (PAIS, 1996, p.70).

Quando discute sobre a generalidade e a abstracdo dos conceitos da Geometria, 0 autor

afirma que esses processos sdo produzidos lentamente, numa ldgica dialética que abrange,
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inevitavelmente, a influéncia da realidade fisica e uma reflex&o intelectual sobre essa
realidade. Em um primeiro momento, sua producdo se define numa conexdo de duravel
confronto entre o universo das ideias e a realidade fisica.

Para Pais (1996), se por um lado a procura dessas caracteristicas tem sido o destaque
maior do ensino da Geometria, por outro, as dificuldades na efetivacdo desta finalidade séo
ainda permanentes, eventualmente pela rejeicdo ou pela persisténcia em ponderar o0s
obstaculos relacionados a vivéncia do estudante.

Em conformidade com o investigador, um modo do discente entender essa abstracéo é
experienciar um processo evolutivo, no qual ele possa recordar dificuldades passadas no
proprio progresso historico do conceito. Nesse cenario de conceitualizacdo, geralmente, o
estudante mobiliza as representacfes por objetos e desenhos e, depois, por imagens mentais.

Pais (1996) enfatiza que a atividade de representar um conceito apenas faz sentido
completo se esse conceito ja estiver num determinado nivel de formalizacdo. Entdo, numa
fase primaria da aprendizagem, o estudante tende a identificar conexdes entre o conceito e sua
representacdo, quando diante das dificuldades geradas pelo processo de abstracdo. Dessa
maneira, um rudimentar risco no quadro branco ou na folha de caderno passa a ser um
segmento de reta, como na situacdo classica da Geometria Plana, na qual os conceitos sdo
reconhecidos pelo seu desenho.

E relevante destacar que o proprio termo “figura” apresenta duas interpretagdes: a
primeira é compreendida como um conceito da Geometria e, a segunda, é entendida como
apenas uma representacao grafica. A passagem desta dupla associa¢do dialética, abrangendo o
individual e o global, o concreto e o abstrato, é, provavelmente, o maior obsticulo
epistemoldgico (no sentido bachelardiano) enfrentado pelo estudante na evolucao priméria da
aprendizagem.

Ao apresentar essa relacdo dialética, percebemos uma convergéncia desse autor
brasileiro com Fischbein (1993) e com Duval (1995). Fischbein (1993) indica que uma figura
geométrica pode ser caracterizada como tendo propriedades profundamente conceituais.
Todavia, uma figura geométrica ndo é um mero conceito, mas, sim, uma imagem visual,
incluindo a representacdo mental da propriedade espacial.

Além disso, ao analisar as figuras geometricas como representacdes graficas, Pais
(1996) se aproxima de Duval (1995), que considera essas figuras como representagoes
semidticas de objetos geométricos.

Cientificamente, o conceito ndo pode ser vulneravel as mudangas que possibilitem a

producdo de diferentes interpretacfes. Nessa direcdo, Pais (1996, p. 71) comenta:
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[...] enquanto conhecimento é construido pelo homem, existe uma série de
particularidades que acabam determinando niveis de conceitualizagdo
diferentes. Cada individuo possui uma série de imagens mentais associadas a
um determinado conceito. Embora esses dois elementos sejam de natureza
puramente abstrata, o primeiro deles refere-se ao dominio da psicologia
cognitiva, enquanto que o segundo refere-se ao aspecto racional e objetivo
da ciéncia. O trabalho didatico situa-se entre esses polos interligados.

O autor apresenta um esquema que articula os trés aspectos fundamentais do
conhecimento geométrico — a intuicdo, a experiéncia e a teoria — aos quatro componentes
basicos a aprendizagem geométrica — 0 objeto, o desenho, a imagem mental e o conceito —,
esses ultimos ja& foram explicados antes neste texto. A correlacdo entre eles constitui o

pensamento geométrico, como ilustrado a seguir na Figura 1.

Figura 1: Esquema sobre a formacgdo do pensamento geométrico conforme Pais (1996)

Fonte: adaptado de Pais (1996)

Como sinalizado pelo pesquisador, pelo esquema, a intuicio é um modo de
conhecimento direto que esta a todo o0 momento acessivel na esséncia das pessoas e, cuja
justificativa e esclarecimento, ndo solicita um processo dedutivo de natureza racional
orientada por uma série l6gica de argumentacdes deduzidas umas das outras.

Nessa situacdo, o conhecimento geométrico apoiado apenas no aspecto intuitivo é
caracterizado, antes de mais nada, por um funcionalismo praticamente direto quando
relacionado com a evolucdo necessaria de uma sequéncia dedutiva do raciocinio logico. Aqui,
em nosso entendimento, o pensar em Geometria € de natureza intuitiva, isto é, a pessoa
mobiliza 0 pensamento geométrico intuitivo, pois analisa 0s objetos geométricos de forma
intuitiva.

Segundo Pais (1996), os axiomas da Geometria Euclidiana podem ser admitidos com
fundamento nesse modo de conhecimento intuitivo:

[...] os axiomas da geometria euclidiana podem ser aceitos com base nesta
forma de conhecimento intuitivo. Conforme observa Bkouche (1983),
Legendre — um notavel matematico da Revolugdo Francesa —, inicia sua obra
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classica “Eléments de Géométrie” afirmando que axioma se define como
“uma propriedade evidente por ela mesma” enquanto teorema pode ser
considerado como a propriedade que se torna evidente por meio de um
raciocinio matematico chamado demonstracdo. Por outro lado, uma vez
admitidas algumas nogdes intuitivas, 0 raciocinio matematico, traduzido
pelas demonstracdes, ndo pode basear-se na argumentacao intuitiva (PAIS,
1996, p.72).

Como ilustrado pelo investigador, consideremos um tipico exemplo em aulas de
Matematica sobre Geometria Plana, especificamente na analise de uma reta que passa por um
ponto que é interior & regido limitada por uma circunferéncia. Essa reta interceptard ou ndo
essa circunferéncia? Certamente, a maior parte dos estudantes, que possuem uma breve
introducdo em Geometria, ndo apresenta dificuldade em argumentar que a reta, efetivamente,
tanto interceptara a circunferéncia, quanto fara isso em dois pontos distintos.

O conhecimento, admitido ou expresso diretamente, é de natureza intuitiva,
mobilizando o pensamento geométrico intuitivo. Todavia, esse mesmo problema pode ser
explicado por uma produgdo experimental por meio da pratica de um desenho. Nesse
contexto, o desenho é aplicado para localizar ou evidenciar uma proposicéo, logo, € um tipo
de conhecimento experimental. Entdo, em nossa compreensdo, os estudantes mobilizam o
pensamento geométrico experimental, pois resolveram o problema geométrico por meio de
uma construcédo experimental.

Além disso, na resolucdo da situacdo, o aluno poderia ter realizado uma demonstracéo,
sem 0 uso da intuicdo e do desenho, caracterizando, assim, o aspecto tedrico do conhecimento
geomeétrico. Por isso, o discente atuaria no pensamento geométrico tedrico, marcado pelo uso
do processo demonstrativo na analise do problema.

Realizando uma analise mais pontual, podemos perceber que a classificacdo
desenvolvida por Pais (1996), relacionada ao conhecimento geométrico, implicitamente
aponta a existéncia de niveis de pensamento geometrico. Todavia, 0 autor ndo realiza uma
discussdo sobre isso no seu texto.

Dessa forma, podemos considerar que o pensamento geométrico tedrico, caracterizado
pelo desenvolvimento de demonstracdes, seja em Geometria Euclidiana, como nas N&o
Euclidianas, corresponde ao nivel mais complexo. Enquanto que o pensamento geométrico
intuitivo e o experimental, de natureza subjetiva e empirica, constituem niveis mais
elementares.

No entanto, na tipologia de pensamento geométrico que organizamos a partir da
ampliacdo das discussdes de Pais (1996), como ilustrado na Figura 2, a hierarquia ndo é tdo

estangue, pois o aluno, ao realizar uma demonstracdo de natureza tedrica, pode fazer uso da
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intuicdo e da experimentacdo, mobilizando assim trés formas de pensar em Geometria.

Figura 2: Tipologia de pensamento geométrico elaborada com base em Pais (1996)

Fonte: Pereira da Costa (2019)

Conforme Pais (1996, p.73):

[...] do ponto de vista didatico ndo se deve conceber a existéncia de um
desses elementos totalmente desvinculados dos outros, pois, da mesma
forma que ha uma base intuitiva no método axiomético, o apelo a
experiéncia acaba determinando uma forte influéncia na génese das nogdes
tedricas da geometria. Na tentativa de melhor compreender este sincretismo
e suas consequéncias pedagdgicas, € necessario destacar que, no processo de
elaboracdo conceitual, acaba predominando uma influéncia significativa das
representacdes do conhecimento que seja por um objeto, por um desenho ou
por uma imagem mental. Neste contexto, € necessario destacar ainda que as
demonstra¢es, mesmo em se tratando de um raciocinio légico e intelectual,
tém sua formalizacdo precedida de ensaios intuitivos e/ou experimentais que
acabam n&o aparecendo em sua redacéo final.

O processo intuitivo esta associado as imagens mentais, por apresentarem natureza
subjetiva. Todavia, esses dois elementos, que constituem o pensamento geométrico intuitivo,
sdo desconsiderados na validacdo do conhecimento. Os recursos, objeto e desenho, favorecem
um conhecimento geométrico de amago empirico que, formando o pensar em Geometria, de
natureza experimental, ndo definem caracteristicas das no¢fes geométricas.

Agora, na producdo do conhecimento tedrico da Geometria, formado principalmente
pelos conceitos que estabelecem o pensamento geométrico tedrico, se faz necessario analisar
as implicacbes da intuicdo e da experimentacdo. Portanto, os elementos objeto, desenho,
imagem mental e conceito se complementam e articulam-se com o0s aspectos intuitivo,
experimental e tedrico, formando o pensamento geométrico.

Assim sendo, com base nas discussdes de Pais (1996), em nossa compreensdo,
podemos considerar que o pensamento geométrico pode ser definido como a capacidade
mental de construir conhecimentos geométricos a partir de intuicdo, experimentacao e teoria,
correlacionados com objeto, desenho, imagem mental e conceito.

174
RPEM, Campo Mourdo, PR, Brasil, v.09, n.18, p.152-179, jan.-jun. 2020.



-y,
revista

PARANAENSE
DE EDUCACAO

| MATEMATICA

.

Considerac0es Finais

Verificamos, por meio da analise realizada sobre os estudos de Fischbein (1993),
Duval (1995) e Pais (1996), que caracterizar pensamento geométrico € uma tarefa bastante
complexa. Todos os autores, por exemplo, consideram 0 pensamento geométrico como uma
capacidade mental de construir conhecimentos geométricos. Contudo, essa unanimidade nédo
ocorre na compreensdo desses pesquisadores sobre 0 modo como esse processo de construgdo
ocorre.

Para Fischbein (1993), essa construgdo verifica-se por meio da interacdo entre 0s
aspectos figurativo e conceitual relacionados a Geometria. Duval (1995) indica que esse
processo baseia-se nas apreensdes geométricas, mediante uma relacdo de subordinacdo. Pais
(1996) sinaliza que a producdo de conhecimentos geométricos ocorre a partir de intuicéo,
experimentacao e teoria, correlacionados com objeto, desenho, imagem mental e conceito.

Essa dificuldade de consenso ocorre, provavelmente, em virtude do proprio carater
evolutivo da Geometria, ao extenso numero de objetos que compdem o seu campo conceitual
(ponto, reta, plano, poligonos, entre outros), ao uso de diversos experimentos em Matematica
(mobilizar, produzir e aprimorar conjecturas, provar hipoteses, elaborar demonstracdes) e, por
fim, pelas diversas formas possiveis de ponderar o pensamento na generalidade.

Contudo, levando em consideracdo que planejamos construir uma caracterizacdo de
pensamento geométrico para ser usada em futuras pesquisas da area de Educacdo Matematica,
0 debate efetivado, aqui, possibilitou-nos elaborar uma discussdo acerca da natureza dessa
forma de pensar em Geometria.

Nessa direcdo, Gravina (2001) sinalizou duas naturezas de pensamento geométrico: o
empirico e o hipotético-dedudivo. No primeiro, 0s objetos geométricos sdo analisados a partir
de caracteristicas de objetos que compdem a realidade. No segundo, a Geometria é entendida
a partir da deducdo. Também, Leivas (2009), ao apresentar 0 pensamento geomeétrico
avancado, mobilizado pela vivéncia com diferentes modelos geométricos, fez surgir duas
questdes: H& um pensamento geométrico elementar? Quais suas caracteristicas?

Apesar desse autor ndo ter feito uma discussdo sobre o pensamento geométrico
elementar, em nosso entendimento, além do pensar em Geometria avancado, existe 0
elementar. Para isso, consideramos Tall (1995), que prop6s duas naturezas para 0 pensamento
matematico: elementar e avancado. Assim, para o pesquisador inglés, a evolucdo dessa forma

de pensar comeca quando a crianca é introduzida na escola, concluido com o contato com a
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Matemaética vivenciada na universidade.

Nessa direcdo, o pensamento matematico elementar é desenvolvido na escola bésica,
onde a matematica é compreendida como uma associacdo de representacfes visuais,
abrangendo geometria e graficos, além de calculos e manipulagdes simbolicas. Ja o
pensamento matematico avangado € estimulado na universidade, onde a matemética é
entendida como uma estrutura formal de sistemas axiomaticos e provas matematicas (TALL,
2008).

Mesmo o autor defendendo que o desenvolvimento do pensamento matematico é
iniciado na escola, em nossa compreensdo, essa forma de pensar ocorre antes da crianca
iniciar o processo de escolarizagdo. No ambito geométrico, tarefas como observar o espaco,
analisar os objetos fisicos e estabelecer as primeiras relacGes espaciais sao atributos do pensar
em Geometria que emergem em espacos informais, nos primeiros anos de vida de uma
crianga.

A Geometria vivenciada por ela é caracterizada pela experiéncia com o cotidiano, de
ordem empirica e elementar. Entdo, “ndo ha preocupacdo em considerar o campo geométrico
como um modelo tedrico. Dessa forma, os objetos do mundo fisico ndo sdo analisados como
representacoes de objetos geométricos no ambiente real” (PEREIRA DA COSTA, 2020, p.
91). Nesse contexto, 0 pensamento geométrico mobilizado € elementar.

Desse modo, o pensamento geométrico elementar € assinalado pela vivéncia e pelo
contato com a Geometria da experiéncia pratica, sendo iniciado antes do processo de
escolarizacdo. Ainda € distinguida pelo estudo de conceitos geométricos mais elementares na
escola, pertencentes ao modelo euclidiano.

Concordando com Leivas (2009), o pensamento geométrico avancado é marcado pelo
estudo com objetos geométricos mais sofisticados, vinculados, por exemplo, as Geometrias
Né&o Euclidianas. Além disso, também é caracterizado pela integragdo de teoremas e axiomas
nos construtos tedricos que compdem a Geometria de Euclides.

Estabelecendo uma relagdo entre o nosso estudo com Duval (1995), de forma
especifica, com as apreensfes geométricas indicadas por esse autor, notamos que as
apreensdes perceptiva e sequencial sdo vinculadas ao pensamento geométrico elementar, ao
passo que as apreensdes discursiva e operatoria combinam com 0 pensamento geométrico
avancado.

Além disso, considerando a tipologia que propomos com base no estudo de Pais
(1996), verificamos que o pensamento geométrico intuitivo e o pensamento geométrico

experimental correspondem ao pensamento geométrico de natureza empirica e elementar.
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Enquanto que o pensamento geométrico tedrico equivale ao hipotético-dedutivo e ao
avancado.

Em relacdo ao estudo de Fischbein (1993), na interacdo entre as redes conceituais
ativas e as fontes imaginativas, necessarias a0 pensamento geométrico, os significados
mudam de status, ou seja, passam de uma categoria para outra, na qual as imagens alcangam
significado e conceitos mais generalizados. Desse modo, em nosso entendimento, essa
mudanca de status ocorre na passagem entre 0 pensamento geométrico elementar e o
avancado.

Ainda, pelas discussfes apresentadas sobre pensamento geométrico, podemos perceber
que os autores ddo indicios da existéncia de niveis dessa forma de pensar em Geometria.
Todavia, isso ndo é mencionado de forma clara ou, entdo, ndo é o foco dos estudos. E o caso,
por exemplo, de Duval (1995), que ndo fala em niveis, mas, sim, em apreensdes geometricas,
de forma que h& uma subordinacéo entre elas.

Desse modo, um estudante do ensino bésico, ao resolver um problema geométrico,
pode mobilizar mais de uma apreensdo, simultaneamente. A auséncia do termo “niveis”, em
sua teoria, talvez, se justifica pelo fato dessa palavra (“niveis”) remeter a hierarquia, que ndo é
vista com bons olhos pelo pesquisador.

Ao propor trés tipos de conhecimentos geométricos, Pais (1996) deixa isso mais
evidente. Por sua vez, Fischbein (1993), em nenhum momento do seu texto, faz referéncia a
existéncia de niveis de pensamento geométrico. Contudo, como mencionado anteriormente, a
mudanca de categoria entre os significados das imagens mentais deixa isso implicito ou a
critério de interpretacdo do leitor.

Por fim, concluimos que o pensamento geométrico é a capacidade mental de construir
conhecimentos geomeétricos, de aplicar de modo coerente 0s instrumentos geométricos na
resolucdo de problemas. E a capacidade de compreender a natureza dos fendmenos e inferir
sobre eles, de identificar e perceber a Geometria como uma ferramenta para entendimento do

mundo fisico e como um modelo matematico para compreensdo do mundo teorico.
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