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Resumo: Este artigo relata uma pesquisa que teve comooobgtestudo a andlise da constituicdo das
medidas de grandezas incomensuraveis - ou numesomnais — & luz da teoria da ciéncia elaboraxia p
Thomas Kuhn. O problema se delimitou na compreedsdoonstituicdo do paradigma pitagorico e do
paradigma euclidiano. O principal objetivo destbaiho foi identificar se a descoberta das medigas
grandezas incomensuraveis causou ruptura no ddgeneoto da ciéncia matematica, identificando na
elaboracdo histérica deste conhecimento uma desowmi@de no processo de construcdo do
conhecimento matematico. Como resultado, obtiveguesa teoria kuhniana pode ser aplicada em seus
aspectos centrais ao estudo historico e epistemolda matematica, em especifico, na mudanca da
matematica pitagorica para a geometria euclidiana.

Palavras-chave:NUumeros Irracionaissrandezas incomensuraveis. Paradigmas. Revolugatifica.

FROM THE PYTHAGOREAN PARADIGM TO PARADIGM EUCLIDEAN
A HISTORICAL STUDY FROM THE STANDPOINT KUHN'S
EPISTEMOLOGICAL

Abstract: This article reports on research that had as ijscolof study to analyze the constitution of
measures to incommensurable magnitudes - or in@tioumbers - in the light of science theory
elaborated by Thomas Kuhn. The problem was limitedunderstanding the constitution of the
Pythagorean paradigm and the paradigm Euclidean. mi&in objective of this study was to identify
whether the discovery of measures to incommenseirabgnitudes caused disruption in the development
of mathematical science, identifying the historieddboration of this knowledge a discontinuity et
construction of mathematical knowledge. As a resudt found that the theory can be applied in kumaia
aspects central to the epistemological and histbstudy of mathematics, in particular, in changihg
Pythagorean mathematics to Euclidean geometry.

Keywords: Irrational numbers. Incommensurable magnitudesadigms. Scientific revolution.

Introducao

Na comunidade matematica, a representacdo de gmaide na constituicdo do
conhecimento pode ser dada pela metafora dos gijstibrepostos, formando a parede do
conhecimento matematico, sendo que cada tijoloesgpta uma parte do conhecimento

acumulado com o passar do tempo. Essa ideia ger@nse sobrepde a qualquer visdo
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epistemoldgica que possa contrariar tal crenca.nK(®007) caracteriza esse modo de
desenvolvimento cientifico cumulativo como desewmvoénto cientifico normal, para o autor,
“A ciéncia normal é aquela que produz os tijolose cqu pesquisa cientifica estda sempre
adicionando ao crescente acervo de conhecimenttifie” (KUHN, 2007, p.23).

Admitindo, portanto, a aplicacdo da teoria kuhnianalesenvolvimento da matemética, é
legitimo supor que conceitos ou teorias matematiaagém apresentem rupturas no sentido
kuhniano em sua constituicdo. Analisando a histdgianatematica, julgamos que no periodo de
desenvolvimento da matematica grega, especificamgrmassagem da matematica pitagorica,
baseada numa aritmética dos numeros inteiros,gparatematica desenvolvida a partir da escola
platbnica, baseada na construcao por régua e ceogaglifundida peldslementosie Euclides,
podem ser constatadas todas as etapas estabelgeldapistemologia kuhniana para que haja
uma revolugdo cientifica, ou seja, a constituicgudh paradigma, chamado de paradigma
pitagorico, o surgimento de anomalias, ciénciasaexdlinarias e o nascimento de um novo
paradigma, que chamaremos de paradigma euclidiano.

No presente trabalho, o objetivo € a analise, fonaldada pela teoria kuhniana, das
consequéncias no desenvolvimento da mateméaticaadas pela constatacdo dos pitagoricos de
que nem sempre é possivel a representacdo de duaeras por um par de inteifoda qual
advém os numeros irracionais. Dito de outra formeaestigar se a passagem da matematica
produzida pelos pitagoéricos para a geometria gacdlidapresenta rupturas, no sentido dado pela
teoria de Thomas S. Kuhn, a exemplo do que foitifieado por Gilli Marting (2005) quando
analisa o desenvolvimento do primeiro periodo degpisa normal da algebra. Essa tarefa se
traduziu, portanto, em identificar e descreverdasenvolvimento histérico da matematica grega
- que vai aproximadamente do século V a.C. conrgireento da escola pitagoérica até o século

IV a.C. com a elaboracédo da teoria das propor@gdestodo da exaustdo, ambos de Eudoxo e o

! Este problema é geralmente apresentado fazerelagéio da medida do lado de um quadrado com a mddidua
diagonal.

2 Em sua tese de doutorado intitulada “Sobre RedelsiCientificas na Matematica”, Gilli Martins mastima
mudanca paradigmatica no desenvolvimento da maiteanatais especificamente na Algebra.
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Organon de Aristoteles - as etapas estabelecidas na tderiihomas Kuhn no processo de

construcdo do conhecimento matematico

Um breve esboc¢o da teoria kuhniana

Kuhn (2007) afirma que a histéria apresenta um Ipapelamental na construcéo e
compreensao da ciéncia. Todavia, a maioria dosisias utiliza apenas “anedotas e cronologias”
na producédo de seus textos, em especial os livdasiabs. Esses textos sdo usados no ensino, em
qualquer nivel, e contribuem, segundo Kuhn (20pa)a persuadir as mentes que continuardo a
reproduzir suas crengas, teorias e técnicas, as,qua sua vez, direcionardo as pesquisas
cientificas.

Para que possamos entender o que Kuhn propdeeésaeo primeiro compreender 0s
elementos fundamentais em sua tequeriodo pré-paradigmaticaciéncia normal paradigma
anomalia de um paradigmpesquisa extraordinari@incomensurabilidade

O periodo em que ocorrem 0s primeiros estagiosedert/olvimento de uma ciéncia é
denominado por Kuhn (2007) @scolas ou deperiodo pré-paradigmaticciQuando uma dessas
escolas se sobressai perante as outras, suassceerpraconceitos caracteristicos comegam a
serem praticadas pela maioria dos cientistas (KUXNY).

Kuhn (2007) denomineiéncia normalas atividades cientificas fundadas em uma ou mais
realizacdes passadas e a gama de problemas a atreswlos pelo grupo de cientistas que
compartiiham as mesmas crengas, ferramentas, congsms tedricos e metodoldgicos
norteados por estas realizagbes. A pesquisa @@ntprofunda-se praticamente apenas em
periodos de ciéncia normal, com a comunidade deliesbs que concordam com as “regras” e
“estrutura de pesquisa’ vigente, se empenhandoesoiver problemas que Kuhn denomina de
“quebra-cabecas” ou “enigmas”.

Esse grupo de cientistas € chamado de comunidad#fica e os problemas que serdo
resolvidos por ela comumente sdo apresentadosxos igue servem de base para as pesquisas

da comunidade.
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O conjunto de problemas e as crencas tedricas gieiam as pesquisas no periodo de
ciéncia normal também chamada de pesquisa normal, sdo defipdo¥uhn (2007) como
paradigmas Dito de outra forma, @aradigmaé que determina quais perguntas e regras Sao
permissiveis e admitem respostas dentro da atiwidadiéncia normal.

Os problemas que surgem no periodo de pesquisaah@rmdos quais se ocupam 0S
cientistas da comunidade séo, basicamente, detidogs Os do primeiro tipo sdo aqueles que
podem ser resolvidos apenas com o0 aprimoramenpadaigma, isto é, depois de algum tempo
aparece um resultado proveniente da pesquisa najuealsolucionara o problema. Ja os do
segundo tipo s&o aqueles que, apesar dos esfogessantes da comunidade, ndo encontram
solucéo aceitavel dentro das regras do paradiggentd. Surge, entdo, o que Kuhn chama de
anomalia(KUHN, 2007).

Quando uma anomalia € encontrada pelos cientiatéendéncia é que eles ignorem e
migrem para outro campo de pesquisa, ou, continiggtando resolver o problema com as
ferramentas disponiveis pelo paradigma vigentereknto, ndo expdem suas tentativas
frustradas para outros membros da comunidade codo rde ficar explicitado seu préprio
insucesso (KUHN, 2007).

Quando a anomalia toma proporgdes grandiosas nanidate cientifica, chamando a
atencdo da maioria dos seus membros, inicia-se wmse no atual paradigma.
Consequentemente, havera busca pela solucdo, eolderpa ndo sera incorporado pelo
paradigma. E o periodo que Kuhn chamaesquisa extraordinariano qual os resultados n&o
sdo mais cumulativos e continuos.

Os cientistas passam a se sentir inseguros emrefiaspo quando problemas sérios
comecam a ser explicitados - pela anomalia - nadigima, e ainda, suas crengcas comecam a
perder forca, e as regras deste paradigma tendesa amolecer. Cientistas comecam a
demonstrar inquietacao e descontentamento comadigara e ja lancam de artificios filosoficos
e metafisicos para defender seus pontos de vista lppseado no atual paradigma, séo

contraditorios.
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Neste periodo de crise-revolucdo a insegurancaramgsre a comunidade e o paradigma
norteador das pesquisas € abandonado e revolueimeate substituido por outro. Mas por qual
razao a aceitacdo de uma nova teoria, ou de um feodmneno, deve exigir a rejeicdo de um

paradigma mais antigo? Sobre isso, Kuhn afirma que:

[...] se as novas teorias sdo chamadas para resshamomalias presentes
na relacdo entre uma teoria existente e a natueer@) a nova teoria em
algum ponto se difere nas predicOes de sua prestraeEsta diferenca

nao poderia ocorrer se as duas teorias fossenatogitte compativeis. No

processo de sua assimilagdo, a nova teoria, esgaatipar o lugar da

anterior (KUHN, 2007, p.131).

A rejeicdo se da pelo fato das duas teorias sermmmensuravels ou seja, 0s
significados dos termos utilizados na construcamida possuem ontologias distintas, por
exemplo, o conceito de movimento para Aristotelesenceito de movimento para Newton.

De um modo diferente da teoria epistemoldgica denka concepcéo positivista de que o
conhecimento matemético é produzido de maneirdragae acumulativa, restringe o alcance de
novas teorias, ja que estas ndo podem contradizerodo algum as que as precederam, e assim,
novas teorias nunca Sao incomensuraveis com uma gterior.

Diferenciando-se da posi¢ao positivista de comasgeavancos cientificos, Kuhn mostrou
em sua teoria que 0s principais avancos de umai&ién podem ocorrer por meio de rupturas,
parciais ou totais, com 0 antigo paradigma, e cadgigma emergente sera validado pela

comunidade cientifica que ird compartilha-lo.

A constituicdo do paradigma pitagérico

3 Termo usado por Kuhn, metaforicamente, fazendwmaal ao termo incomensurabilidade da matematica:
“Recordemos de onde veio o termo ‘incomensuralmiidaA hipotenusa de um tridngulo retangulo isésset
incomensuravel relativamente a qualquer um dosasat® tridngulo, assim como a circunferéncia deciroulo o é
com respeito ao raio do circulo, no sentido que m@menhuma unidade de comprimento pela qual ambos
elementos do par possam ser divididos, sem degs#m,rum namero inteiro de vezes” (KUHN, 2006,3. 5
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O problema fundamental que norteou as reflexdddddefos comorales Anaximandro

Anaximenes, Heraclite Pitdgoras na passagem do século VII para o século VI a.Cofo

chamado problema darkhé(dpxr}“). “Os primeiros fildsofos buscam arkhé o principio

absoluto (primeiro e Gltimo) de tudo que existeH&WI, 2002, p.46). Cada filésofo abordava e
apresentava explicacdes para tal questdo. Intagdes diversas sobre a origem do universo, ou a
origem das coisas, foram discutidas na Grécia Anfigrticularmente entre os pré-socraficos
dos quais podemos citar: Tales, Anaximandro, Anaras, Pitdgoras, Zendo, Parménides e
Demacrito.

A resposta encontrada pelos pitagéricos para ol@@bdaarkhé se fundamenta numa
fisica em que o numero se torna a origem cgisas Posteriormente, em sudetafisica
Aristételes afirma que para os pitagoéricos 0s ndseéio 0s elementos que constituem a matéria.
A filosofia pitagorica era nutrida pela matematiggasegundo Aristételes (1979), os pitagoricos,
impregnados por estas disciplinas (as matematicégdram que estas eram o principio de todos
0S seres, e consequentemente, como 0s numero® grnamaipio destas, julgaram, “[...], portanto
0 nimero a substancia de todas as coisas” (ARISTE$E1979, p.23). Esta concepcéo - a do
namero comoarkhé - aparece em alguns fragmentos deixados por Agle® e pelos
doxdgrafo§. De acordo com Spinelli (1998, p.109), Prdchiribuiu a Pitdgoras a seguinte
descoberta: “[...] a existéncia de uma estruturtbdeas do Universo”.

De fato, foram varias justificativas desenvolvigesos pitagdricos para subsidiar a ideia
de que todas as coisas tém um numero, e que seradeese pode compreender. O empenho dos
pitagdricos em legitimar suas convic¢cOes pode spredndido das palavras de Aristételes, “[...]

se nalguma parte algo faltasse, supriam logo coatigdes necessarias, para que toda teoria se

“ Problema que é ao mesmo tempo o da origem dassais da matéria primordial dos diversos corpagalidade
sensivel (MICHELet al, 1959). “Em Homeroarké significa o que estd no comeco, no principio, rigemn de
alguma acéo, de algum discurso, o ponto de padma]e arquétipo (o tipo ou modelo primitivo de uwro#sa). Em
Pindaro, significa poder, comando autoridade, soti@por extensao, arconte (magistradjAul, 2002, p.46)”.

® Pré-socraticos s&o os filésofos que viveram emgsaade maioria antes da época de Soécrates eigarsh a
origem das coisas e as transformagfes da natuséraates, em outro caminho, parte para uma exglicap
homem na natureza (HACK, 2008).

® “Os que recolheram e reuniram (por assunto owmmologia) os fragmentos a partir do discipulcAdstoteles,
Teosfrato, o primeiro dos doxografos” (CHAUI, 20p51)

" Filésofo neoplaténico do século V d. C.
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tornasse coerente” (ARISTOTELES, 1979, p.22). Estapreendimento dos pitagoricos,
corroborado pela citacdo de Aristoteles, nos indezcerta forma, a escrever o que Kuhn diz
sobre a natureza da ciéncia normal: “[...] essereemglimento parece ser uma tentativa de forcar
a natureza a encaixar-se dentro dos limites ptesstados e relativamente inflexiveis fornecidos
pelo paradigma” (KUHN, 2007, p.44).

Segundo Dibgenes Laértios (1987), Alexandrafirma ter extraido daslemorias

Pitagodricasos seguintes dogmas:

A mbnada é o principio de todas as coisas; da nadnasce a diade indefinida,
gue serve de substrato material a monada, senal@estusa; da mbénada e da
diade indefinida nascem os numeros; dos numeraemass pontos, destes
nascem as linhas e destas nascem as figuras piiasafigguras planas nascem as
figuras sdlidas; destas nascem o0s corpos percEptpatos sentidos, cujos
elementos s&o quatro: o fogo, a agua, a terra éLABRTIOS, 1987, p.234).

Com esta forma de estruturacéo do Universo, og@itas elaboraram sua resposta para
o problema darkhé A identificacdo das coisas do universo com oseromiinteiros era a base
do paradigma pitagérico. Isso norteava o0s pitagéria concentrarem seus esforgos na
comprovacao desta identificacdo, gerando uma granaetidade de pesquisas aritméticas, cujos
resultados produziram uma variada classificacd@ e nimeros, como numeros primos,
compostos, figurados, entre outros. A crenca dteg@iicos de que os numeros traduziam a
harmonia universal, fez com que eles produzisseras/pustificativas para tal afirmacgéo, que vai
além da filosofia, e abrange também a geometnajsica e a astronomia.

Como a geometria era uma forma de representar aanwao buscarem estabelecer a
identificagdo entre formas geométricas e numertsiras buscavam, também, legitimar as
afirmacdes pitagoricas de que as leis matematiadazem o funcionamento do universo. Dessa
tentativa de identificacdo das formas geométricas as numeros, surgiram o que 0s pitagoricos
denominaram de numerdgyurados ou seja, quantidades que podem ser represenpadas

figuras geométricas planas.

® Na Sucesséo dos Fildsofédexandros diz ter encontrado ndemérias dos Filésofosstes dogmas pitagéricos.
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Figura 1 - Representacdo espacial dos nimeros triangulares.

1 3 6 10
Fonte: (MLODINOW, 2004, p.31)

Na figura 1, observa-se que a adjuncao sucessiaod®s, respeitando certo arranjo
geomeétrico, produz sempre triangulos equilaterpsiréir dos outros triangulos equilateros. Os

L . . n(n+1
pitagdricos chamavam os numeros que hoje podemxpeessos na formau, nON" de

nameros triangulares. De forma semelhante, formavam-se também os chamadmeros

quadrados conforme a figura:

Figura 2 - Representagdo espacial dos numeros quadrargulare

Fonte: (MLODINOW, 2004, p.31)

A lei que descreve aritmeticamente esta formagdaxa por:

1+3=4,1+3+5=9,1+3+5+7=16,...,1+2+3+...+(2n-1) =n’
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As propriedades dos numeros quadrados e triangukseinaram Pitdgoras. [...]
Enquanto que os numeros quadrados sdo todos iguamma de todos os
nameros impares consecutivos, Pitagoras percebeudgumesmo modo, os
nameros triangulares sdo as somas de todos os @giroensecutivos, tanto
pares como impares. E que numeros quadrados estdoionados; se
adicionarmos um namero triangular ao nuamero trilrg@anterior ou ao
préximo, obteremos um nimero quadrado (MLODINOW)2(.30).

E desse modo de escrever que vem o termo usado“‘dugelrado de um numero”
(MLODINOW, 2004). E este estudo prosseguiu também s numerospentagonaise
hexagonais Outros exemplos de categorizagbes dos numeribsiidais aos pitagoricos sdo 0s
nameros amigaveis, nameros primos, nimeros congpestos nimeros perfeitosPorém, a
formalizacdo do estudo dos chamados nimgitag6ricos, no entanto, impressionou pela sua
beleza e simplicidade (CARACA, 1984), por posdiailia regulacdo a estrutura de uma figura
geométrica. Os gregos tinham conhecimento de quiiaéngulo de lados com medidas 3, 4 € 5,
era um triangulo retangulo. Entdo, comecaram astigaa quais outros triangulos tém lados
cujas medidas dos comprimentos sdo multiplos ogenle uma unidade de comprimento,

formulando o famoso teorema denominad@®orema de Pitagorasque € expresso

algebricamente na forma” +b* =c*, em quea, be c sdo as medidas dos lados de um tridngulo
retangulo qualquer.

As tentativas realizadas pelos pitagéricos conteng@o de exprimir a natureza por meio
de relagcbes numeéricas encontraram respaldo atéoeasc‘ndo corporais” como o som. Por
exemplo: a harmonia musical poderia ser traduzida rplacdes numeéricas muito simples.
Podemos dizer que o primeiro registro de uma e&peia cientifica foi a de Pitagoras usando um
monocérdid® (CARACA, 1984).

Por experiéncias feitas no monocordio, ele (Pi@gjorverificou que os
comprimentos das cordas que, com igual tensdo,ndés em intervalo de
oitava, estdo entre si na razdo de 2 para 1; em intedaatpinta na razdo 3
para 2; em intervalo dguarta na razéo de 4 para 3 (CARACA, 1984, p.71).

° Todas as solugBes inteiras da equageb? =c?.
1% |nstrumento de uma s6 corda.
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Chaui (2002) diz que, ao perceber os sons datfiGad®u da lira tetracorde, Pitdgoras e
seus seguidores observaram principios e regrasadaohia que podem ser expressas por

relacbes numericas (propor¢cdes) e conclui:

Ora, se 0 som &, na verdade, nimero, por toddidaa - enquanto harmonia
ou concordancia dos discordantes como 0 seco eidofm quente e o frio, o
bom e o mau, o justo e o injusto, 0 masculino emniriino - ndo seria um
sistema ordenado de proporcdes e, portanto nur@kaRUl, 2002, p.69).

As relagcdes numéricas estabelecidas entre os coemies das cordas e as notas
correspondentes, fez supor [os pitagoéricos], seguddrias (1987), as distancias entre 0s

planetas.

[...] como as distancias dos planetas correspondproximadamente aos
intervalos musicais, pensou-se que cada astroaeunmita nota, compondo todas
juntas a chamada harmonia das esferas ou musestiaklque ndo ouvimos por
ser constante e sem variagfes. As idéias astroaéndios pitagoricos foram
profundas e penetrantes: Ecfanto chegou a afirmatagio da Terra (MARIAS,
1987, p.39).

A anomalia

A principal realizacéo atribuida a escola pitagiono campo da geometria foifeorema
de Pitagorasque ironicamente foi também um responsavel palaalas explicacdes pitagoricas
acerca da origem e natureza do Universo: a deaylas tas coisas poderiam ser expressas por
nameros inteiros. Essa ferramenta validada e muittizada pelos pitagéricos (e pelos
matematicos em geral) constituiu 0 “pano de funplara o aparecimento de uma anomalia. Ao
buscarem medir grandezas geométricas utilizandosdadtméticos, os pitagoéricos, de acordo
com Godefroy (1997, p.45), “[...] vao ser os prirasia fazer a experiéncia de como pode ser
delicado [...] exprimir ocontinuocom a ajuda daliscreto”. Especificamente, a anomalia
comecou com as tentativas de se determinar a mddidhagonal de um quadrado, utilizando
dados aritméticos, decorrentesTmrema de Pitagoras
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N&o é possivel comprovar se os pitagoricos realmaealmente alguma demonstracao de
gue a medida encontrada da diagonal do quadrademaoma razao de dois inteiros, porém,
fundado em alguns fragmentos deixados por pitag®rapds a morte de Pitdgoras, podemos
supor algumas formas de como eles conseguiram dgraotal feito, como sugeriu Omnes: “[...]
Ignoramos como ele procedeu no pormenor, mas asibpm®des ndo sdo muitas, e 0s
testemunhos deixados pelos matematicos que o asgpwuco depois deixam poucas duvidas a
este respeito” (OMNES, 1996, p.30).

Portanto, os pitagoricos estavam diante de um teekulaceito por sua “comunidade
cientifica”, oTeorema de Pitagoragjue quando utilizado na resolucdo de um probiemgiaou
uma contradicdo. Assim, a impossibilidade da aaséoi de um numero racional a medida da
diagonal de um quadrado deixou evidente qdearema de Pitdgoras a crenca de que tudo é
ndamero sdo incompativeis, porque a aplicacdo deeguita na falseabilidade do outro. Quer seja
mediante uma constatacdo aritmética quer seja p@#asgeométricas, o fato da medida da
diagonal do quadrado ndo poder ser explicitada c@rn@o entre medidas dos lados do préprio
quadrado utilizando numeros inteiros causou espantmuietacdo entre os pitagoricos. Dessa
forma, a partir da perspectiva kuhniana, a destalda incomensurabilidade evidencia uma
anomalia

Como uma relacdo tdo simples na matematica contémg®, como a razdo de medidas
de dois segmentos de reta, ndo péde ser entendglaitagoricos se viram, portanto, diante de
uma relacdo geométrica aparentemente simples entodas as ferramentas, crengas, mitos, e
teorias estabelecidas advindas da pesquisa noonarddigma pitagdrico, ndo eram suficientes
para esclarecé-la. Segundo Kuhn (2007, p.58) “@tivoj da ciéncia normal ndo consiste em

descobrir novidades substantivas”.

A crise

O mais célebre dos resultados delegados aos pdagop Teorema de Pitagorasieu

suporte para explicitar no seio do paradigma, gaduwndado na crenca de que todas as coisas
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podem ser identificadas com os nimeros inteirossipelmente a primeira crise conhecida nos
fundamentos da matematica. Essa crenca caiu paraete a descoberta de que: “[...] na propria
geometria, 0s inteiros e suas razfes eram insofiese para descrever mesmo simples
propriedades basicas” (BOYER, 1974, p.53). O maisdvel é que, de imediato, os pitagéricos
tentaram esconder anomalia- alguns escritos dao conta desta acdo desespaeadanter a
propagacdo do ocorrido, que séo representadosignonas lendas como a de que a sociedade
secreta dos pitagoricos mandou matgraso de Metapontaum de seus seguidores, porque ele
havia revelado o segredo dos incomensuraveis (OMNRS6). As atitudes de negacéo dos
pitagoricos frente ao problema dos incomensurgyailem ser identificadas pela epistemologia
kuhniana quando Kuhn (2007) afirma que os ciemtistaesmo quando defrontados com
contraexemplos de suas teorias ndo as abandonairerfjbora possam comecar a perder sua fé
e a considerar outras alternativas, ndo renunctapaedigma que os conduziu a crise” (KUHN,
2007, p.107).

Com os esfor¢os dos pitagéricos em preservar asseague norteavam seus estudos e 0s
resultados obtidos, podemos concluir que estavarpeenados em “salvar’” o paradigma,
tentando tornar o que era anémalo em previsivgbaradigma. Porém, como as tentativas de
resolver o problema dos incomensuraveis nao sortiedeito, os pitagoricos assumem a
existéncia de comprimentos que ndo podiam ser sspsepor racionais, oslogon’. As
tentativas dos pitagoricos foram constantementaticds, principalmente pelas criticas a teoria
das mbnadas, elaboradas pelas escolas gregasaaersum a dos pitagoricos, particularmente
com a contradicdo l6gica nos argumentos da esdigopica encontrada patendo de Eleg,
discipulo deParménidesZenéo, objetivando mostrar aos matematicos da émoaacoeréncias
decorrentes da tentativa de se completar grandezai$nuas com um numero infinito de

pequenas particulas, apresentou alguns paradarsdentados no seguinte argumento:

[...] ou o tempo e 0 espaco s&o infinitamente digis ou existe um menor
elemento indivisivel de tempo (um instante) e ge@es (um ponto). Em dois de

1 Aqueles que ndo pertenciam a raz&o, ou sejaatimnais!
12 Em alguns livros ou traducdes Zendo de Elea, apa@mo Zenon de Elea.
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seus paradoxos, no da “Dicotomia” e no de “Aquiéesa Tartaruga”, Zenon
argumenta que, se o tempo e o espaco sdo divisfegisinfinituni, o
movimento é impossivel (GALARDAt al, 1999, p.20).

Os paradoxos criados por Zendo deixam explicitasitamcdes contraditorias que
surgiram da utilizacdo do argumento de que se ceraimle elementos de um segmento de reta
(as mbnadas) fosse infinito, isto poderia expl@sisegmentos incomensuraveis enquadrando-os
no paradigma vigente. Para Zendo, as explicac@epithgoricos para 0 movimento eram cheias
de contradicbes, pois ao tentar “atomizar’ o espagessariamente surgem os paradoxos, que
em ultima instancia, se remetia aos infinitésinsesndo estes ndo compreendidos pelos gregos da
época. Os argumentos e os paradoxos estabele@da&®pao deram origem, segundo Caraca
(1984), ao medo e repudio a processos infinitosatematica que perduraram varios séculos e
provocaram consequéncias tanto positivas quantatimag no desenvolvimento da matematica.
De positivo, podemos destacar o método da exaugigp segundo Struik (1992), foi uma
resposta aos argumentos de Zendo e, de negatdnara na aceitacdo e compreensao dos

infinitesimais.

Entre a crise e a revolucao

Apés os pitagoricos terem se defrontado com asdgeas incomensuraveis e de suas
tentativas em enquadrar o problema no paradigmemnteégserem contestadas por Zendo, a escola
de Platdo se ocupou, de certa forma, em tentarreemger essas medidas, inclusive, rivalizando
com a escola de Eléa. Os filosofos Teodoro (4698a&3C.), Teeteto (414 a 369 a.C.), Eudoxo
(408 a 355 a.C.) e Euclides (360 a 295 a.C.), tigaal academia de Platdo, sdo nomes que
contribuiram para a compreensao das medidas ddegras incomensuraveis em suas producdes
matematicas.

Na abordagem da escola platbnica referente aosrogrireacionais e/ou as medidas de
grandezas incomensuraveis, h4 uma preocupacdo semvidver técnicas geométricas que

permitissem, de alguma forma, “manejar matematicé@ieas medidas incomensuraveis, pois
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“[...] ninguém duvida da existéncia da diagonabdadrado” (GODEFRQY, 1997, p.50). Se nao
podiam nomina-los — os irracionais - ndo tinhant, gairo lado, como nega-los, ja que eles
existiam enquanto segmentos de reta construtiveisrégua (ndo graduada) e compasso.
Podemos inferir que os matematicos da Academial&a@dndo se submetiam ao paradigma
pitagorico, pois aceitavam a existéncia dos irreai® embora ndo soubessem operar com eles ou
sequer “nomina-los”. Os platdénicos se dedicaramssa darefa, iniciando um processo de
investigacdo que pode ser caracterizado comopgsquisa extraordinariano sentido da teoria

kuhniana.

Quando [...] uma anomalia parece ser algo maisudougn novo quebra-cabeca

da ciéncia normal, € sinal que se iniciou a traésgara a crise e para a ciéncia
extraordinaria. A propria anomalia passa a ser roamumente reconhecida

como tal pelos cientistas. Um namero cada vez miarientistas eminentes do

setor passa a dedicar-lhe uma atencéo sempre (KalbiN, 2007, p.114).

Na presenca da anomalia e o consequente aprofunttanie crise paradigmética, abriu-
se um periodo de pesquisa extraordinaria que permite matematicos como Teodoro de
Cirene, fundados em novas crencas, em outras sietafie em outros modelos, buscassem
outros caminhos, um novo paradigma para a matesrddiguele periodo.

Os matematicos platénicos, segundo Godefroy (1988ram suas atividades cientificas
concentradas na producdo de técnicas para a raeotlec problemas de quadratura, ou seja, a

construcdo de quadrados cuja area da superfigieaé & area de outra superficie de uma figura
dada. Nessas técnicas eles utilizavam facilmenfe a raiz de n - para tal feito. Por exemplo, a
construcdo geométrica de um segmento, de modosgaeesegmento seja o lado de um quadrado
de éarea igual a 7 unidades quadradas. Este proldem@sume em construir um segmento de
medida igual a7, e a técnica utilizada pelos matematicos da egtaténica, para a resolucao

de tal problema, pode ser observada na seguintafig
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Figura 3 - Arazdo—— =ﬁ .
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Fonte: Adaptado de Godefroy (1997, p.51).

Para enfrentar a anomalia gerada pela incomensdeald, os platbnicos procuraram
distanciar-se cada vez mais do paradigma aritmddiesse modo, passaram a utilizar os métodos
geométricos para a construcdo de grandezas incardeess. Esta posicdo dos platbnicos se
justifica na medida em que ndo se podia negarsiéexia das diagonais de um quadrado, pois
estas poderiam facilmente ser construidas sem cu@udo, a aritmética dos pitagoricos
sustentasse teoricamente tais objetos matematicos.

Além do desenvolvimento de técnicas para o tratamemvolvendo grandezas
incomensuraveis, os seguidores de Platdo discytitambém, a demonstracdo da né&o

comensurabilidade dessas grandezas.

127
RPEM, Campo Mourao, Pr, v.4, n.7, p.113-134, jul-dez. 2015



. e BN

revista

PARANAENSE
DE EDUCACAO
MATEMATICA

No Dialogos de Platdly, é relatada uma dessas discussdes, entre TeBeetdoro de

Cirene e Sécrates, na qual, Teeteto, em seu digmgdSocrates, comenta que foi demonstrada a

irracionalidade dos seguintes nimerd8,+/5~/6/ 74/ 8/ 10y 14/ 12/ 1§, 16V -

Teeteto- A respeito de algumas poténcias, Teodoro, amsgmte, mostrou que
a de trés pés e a de cinco, como comprimento r@ménsuravel com a de um
pé. E assim foi estudando uma apds a outra, atedazbssete pés. Nao sei por
que parou ai (PLATAO, 1988, p.9).

Como ja foi dito neste trabalho, Godefroy (1997)yedita que os pitagoricos nao
demonstraram a incomensurabilidade de alguns segmegia aritmética, pois, caso contrario,
Teodoro, de posse deste conhecimento, ndo terimanobmo é explicitado em seu dialogo com
Sdcrates, parado em seus estudos de incomengladbilno nimero dezessete.

Ao contrario de Godefroy (1997), acreditamos qo#Buénciados pelo paradigma que 0s
regiam, essencialmente aritmético, o mais provavglie os pitagoéricos tenham esbocado uma
demonstracao aritmética para a incomensurabilidadéiagonal do quadrado. Acreditamos mais,
que em funcdo da insuficiéncia dos numeros intedrasresponderem a crise explicitada pelo
Teorema de Pitagorasos matematicos que sucederam o0s pitagoricos, speciédico 0s
matematicos platdnicos, deixam de se submeter gsasreda matematica pitagorica. O
matematico Eudoxo dedicou a maioria de seus trabatlie exploracdo do obstaculo da
incomensurabilidade e foi por isso considerado vsirdais importantes matematicos da Grécia
Antiga. Seu nome hoje é comumente ligadediia das proporcdes aométodo da exaustéb
Essas duas teorias foram as que comecaram a megmveneio de outro método, de outras leis
gerais, de novos critérios, a crise levantada getaoberta dos incomensuraveis.

Para contornar o problema, Eudoxo, em vez de uBareros para comparar duas
grandezas de mesma espécie (dois comprimentos, &taas, dois volumes etc.), adotou o

conceito de “razdo entre duas grandezas”. Assigynsl Lintz (1999, p.150), “[...] com essa

'3 platdo 427-347 a.C. Teeteto-Crétilo. Trad. Cahliierto Nunes, 1988.
4 O termo “exaustdo” aparece pela primeira vez eég@ire de Saint - Vincent, em 1647 (STRUIK, 19928¢)
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teoria das proporcbes, pode-se reabilitar a geanejue se apresentava incompleta como
deixada pelos pitagoricos [...]".

A teoria das proporcdes de Eudoxo p6de dar um rmsgoificado para o objeto
matematicaliagonal de um quadrad&ssa grandeza geométrica causava espanto essupar@
0s pitagoricos, como vimos anteriormente, por rdadequar a crenga de que tudo no universo

deveria em Ultima instancia se resumir a nimentes as.

A teoria das propor¢cdes de Eudoxo pbs de parteornataritmética dos

pitagoricos, que se aplicava apenas a quantidadesnsuraveis. Era uma teoria
puramente geométrica, que, na sua forma estritemaxipmatica, tornava

supérflua qualquer referéncia a grandezas comemssirdu incomensuraveis
(STRUIK, 1992, p.84).

As tentativas dos pitagéricos em tentar transforonque era anémalo em previsivel pelo
paradigma foram todas refutadas por Zendo. No entdando néo apresentou, em contrapartida,
uma saida para a anomalia. A escola platbnica, espiscificamente Eudoxo, propde o “novo”.
De fato, o que denominamos hoje por critério devemgéncia, foi elaborado por Eudoxo, e

aparece na proposicao | do livro X dos Elementos:

Sendo expostas duas magnitudes desiguais, cas@ida seja subtraida uma
maior do que a metade e, da que é deixada, uma daigue a metade, e isso
aconteca sempre, alguma magnitude sera deixadzalsera menor do que a
menor magnitude exposta (EUCLIDES, 2009, p.354).

Essa proposicdo serviu como preparacao para gupeidesse dar uma definicdo para
grandezas incomensuraveis, que € a proposicaollivdm X de Euclides: Caso sendo subtraida,
de duas magnitudes [expostas] desiguais, semprgeuporez a menor da maior, a que é deixada
nunca meca exatamente a antes de si mesma, adudagrserao incomensuraveis (EUCLIDES,
2009, p.355).

As técnicas desenvolvidas pelos platdnicos, praigipnte pela Teoria das Propor¢des e
pelo Método da Exaustdo, elaboradas por Eudoxouséaos pilares de uma nova tradicdo

matematica que mais tarde € difundida nos Elemalgt@uclides.
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O desabrochar do novo paradigma

A revolucdo cientifica na matematica, resultantecdse gerada pela descoberta dos
incomensuraveis, termina com o desabrochar do pavadigma: a geometria das construcdes
com régua (ndo graduada) e compasso. A incomeriglmdl, a partir de entdo, passou a ser
estudada usando-se 0 método da exaustdo de Eummrop suporte da l6gica aristotélica. As
realizac6es matematicas que participaram do floresto desse novo paradigma na matematica
na Antiguidade Grega séo: &sorias das Propor¢cfes Método da Exaustdeambas de Eudoxo
- e oOrganon obra de Aristoteles.

Todo conhecimento, a época dos platonicos, pagsaadilosofia. Uma evidéncia disso
s&o os trabalhos produzidos por Aristételes e rdasises, @rganon,que estabelece as bases do
pensamento l6gico-dedutivo, que viria a ser funddaat@osElementosie Euclides. A influéncia
de Aristételes na elaboracdo dos Elementos foi pa@oosiderada, o que é compreensivel pela
visdo dominante, atualmente, de que a filosofiagkqgépoca, era compartimentada, a moda do
conhecimento cientifico. Os pilares deste novogigna — As teorias de Eudoxo édvganon
de Aristételes - sdo os mesmos pilares que, enaramsapreensao, serviram de base para quase
toda matematica apresentada mtlementosde Euclides. Segundo Lintz (1999), Aristételes,
mesmo ndo sendo matematico de profissédo, exereguegyinfluéncia no desenvolvimento da

geometria com sua colecéo de trabalhos sobre légitaecidos com®@rganon

A obra de Euclides surgiu depois da morte de Argté, mas Euclides baseou-
se nas pesquisas de seus predecessores, e egtasadedo menos parte de seu
pensamento ao elemento que viria a ser caracteridistintiva da ciéncia
geométrica euclidiana (BARNES, 2002, p.43).

Paralelamente ao novo significado dado por Eudam@ jas grandezas geométricas, e
como proceder para classifica-las, Aristotelesuariciou Euclides, que apresentou um novo
método logico de demonstracdo que se tornou umapdasipais caracteristicas do novo
paradigma. Esta importante contribuicdo e comoeftruturado este novo método também é

citado por Mlodinow:
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[...] primeiro, tornar explicitos os termos, formntlo definicbes precisas e
garantindo assim a compreensdo mutua de todaslasgsae simbolos. Em
seguida, tornar explicitos os conceitos apreseatdedforma clara os axiomas
ou postulados (estes termos séo intercambiaveig)adi® que ndo possam ser
usados entendimentos ou pressuposi¢cdes ndo dedaFadalmente, deduzir as
consequéncias logicas do sistema empregado somsgmges de logica aceitas,
aplicadas aos axiomas e aos teoremas previament@ondiados
(MLODINOW, 2004, p.40).

Para Kuhn (2007, p.63) “[...] somente uma modiffmaqas regras do jogo poderia ter
oferecido uma outra alternativa [...] o estudotdadicbes da ciéncia normal revela muitas outras
regras adicionais”. De fato, os gregos abandonaaritmeética pitagorica substituindo-a pela
geometria euclidiana, mudando-se as regras de gemtdos “quebra-cabecas”. A organizagéo
da matematica na época do helenismo, de acorddrdonikov (1987, p.66), “[...presenta una
sucesion logica de terremas y problemas sobre nmwgbnes y que utiliza un minimo de
condiciones inicial€s Esta sera a principal caracteristica da matead&iclidiana. Deste modo,

0 carater abstrato com que 0s objetos matematiaesam a ser tratados e os métodos de
demonstracdo que foram estabelecidos neste nowadligara constituem os principais fatores
para o estabelecimento de uma nova tradicdo namatita, a de uma ciéncia dedutiva.

Consideracoes finais

Todas as atividades desenvolvidas pelos pitaggrimmsforme aqui apresentado, eram
norteadas pela suposicdo de que tudo no Univemm @tmeros inteiros. Esfgaradigma
norteou os pitagoricos no desenvolvimento da mateapitagorica, o que pode ser comprovado
pela caracteristica exclusivamente aritmética daslygbes mateméticas desta comunidade,
caracterizando assim um periodocéincia normal

Com a constatacdo da existéncia das medidas ddegam incomensuraveis, um forte
abalo noparadigmapitagorico foi sentido, causando umise na matematica pitagorica. Esta
crise foi estabelecida principalmente pela insuficiérsdamatematica pitagdérica em resolver a

anomaliaevidenciada por sua maior realizacdo matemati¢aooema de Pitagoras
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A medida da diagonal de um quadrado causou grasugn®® a esta comunidade pelo
simples fato: utilizando a ferramenta mais impddaestabelecida pelos pitagéricos Feorema
de Pitagoras- na procura da medida desta diagonal, os piteg®rndo chegaram a um
entendimento l6gico, pois esta medida ndo poderiaxpressa pelos numeros (inteiros), base de
toda crenca pitagérica.

Os matematicos gregos, logo apds o aparecimentgraedezas incomensuraveis,
principalmente aqueles ligados a academia de Rlassumindo que estavam diante de uma
anomalia que precisava ser entendida, comecaraggrtte modo, a produzir métodos para que
se pudessem operar com estas grandezas. As pesdpssaatematicos gregos do século IV a.C.
podem ser interpretadas como um periodo intermedgatre dois paradigmas, ou seja, segundo
Kuhn (2007), este periodo € denominad@esquisa extraordinaria

Com a elaboracéo daoria das propor¢cdes dométodo da exaustdambos de Eudoxo,

e oOrganonde Aristételes, apareceram os subsidios necessfrgosncaram as bases para uma
nova tradicdo na matematica grega. Eudoxo deu wwva definicdo para a medida da diagonal

do quadrado - agquela que causava espanto aosrgiteydeste modo, a diagonal do quadrado

deixou de ser supostamente namero, crenca esfatedgéricos, e passou a ser considerada como
um objeto geométrico.

E nessa nova forma de ver grandezas, tal comayardiiido quadrado, e o novo modo de
estruturacdo do conhecimento matematico apreseni&lBlementosde Euclides influenciado
pela obra de Aristételes, @rganon que esta talvez a primein@volucdo cientificana
matematica ocidental, isto é, houve naquele momeme mudanca de significado de um objeto
matematico.

A emergéncia do novo paradigma, aqui denominastadigma euclidianpreferéncia aos
Elementosde Euclides por ter sido a obra que difundiu aedbaleste paradigma, trouxe uma
nova tradicdo para o desenvolvimento matematicartér ple entdo. Fundada principalmente nas
obras de Eudoxo e nas idéias do filésofo Aristéteke mateméatica passa a ser constituida

seguindo os principios do pensamento dedutivo.
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Por fim, os estudos a que nos dedicamos reafirmaca®sa crenga de que 0 processo de
constituicdo do conhecimento matematico, em pdati@iconstituicdo do paradigma pitagorico e
sua substituicdo pelo paradigma euclidiano, pemrmigxplicitar fases do desenvolvimento de

uma ciéncia sob a 6tica da teoria de Kuhn.
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