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Resumo: Este artigo tem como objetivo exemplificar a abordagem de ensino-aprendizagem conceitual
de Matematica via resolu¢do de problemas a partir da experiéncia de uma futura professora. Tal
abordagem trata-se de uma ampliacdo do uso do problema como ponto de partida para a atividade
Matematica de modo que haja intensa articulagdo entre os conceitos pessoais representados pelos alunos
e os conceitos formais, conforme tendem a ser apresentados pelos livros didaticos. A experiéncia
mencionada ¢ uma intervencdo formativa que ocorreu durante uma disciplina no curso de Licenciatura
em Matematica da Universidade Tecnologica Federal do Parana, campus Cornélio Procdpio, sendo a
futura professora citada neste artigo uma das participantes. Ao apresentar e discutir cada agdo da
organizagdo através das descrigdes e proposigoes feitas pela participante, foi possivel tecer
consideragdes quanto a importancia dessa abordagem para uma avaliagdo continua da aprendizagem dos
alunos; como possibilidade de reorganizacdo de praticas atuais e futuras do docente; e como
oportunidade de destacar as conexdes entre as representagoes pessoais dos alunos, de dentro ou fora do
ambiente escolar, como o conteildo matematico formal.

Palavras-chave: Ensino via Resolugdo de Problemas. Conexdes conceituais. Formagédo Inicial.

Illustrating the organization of conceptual mathematics teaching-learning
via problem-solving

Abstract: This paper aims to exemplify the conceptual teaching-learning approach to Mathematics via
problem-solving, based on the experience of a future teacher. This approach involves expanding the use
of problems as a starting point for mathematical activities, ensuring a strong connection between
students' personal concepts and the formal concepts typically presented in textbooks. The experience
mentioned is a formative intervention that took place during a course in the Mathematics Teaching
Degree program at the Federal University of Technology — Parana, Cornélio Procopio. The future
teacher referenced in this paper was one of the participants. By presenting and discussing each
organizational action through the descriptions and propositions made by the participant, it was possible
to reflect on the importance of this approach for continuous assessment of students' learning, as a means
of reorganizing current and future teaching practices, and as an opportunity to highlight the connections
between students' personal representations—both inside and outside the school environment—and
formal mathematical content.
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1 Introducao

Segundo o dicionario Cambridge (Cambridge Dictionary, 2020), tradicional refere-se a
“seguir ou pertencer aos costumes ou modos de comportamento que persistem em um grupo de
pessoas ou sociedade por um longo tempo sem mudar”. Tal definicdo ¢ significativamente
necessaria ao falar do processo de ensino e aprendizagem, conforme serd tratado aqui de ambos
ao mesmo tempo. Nesse sentido, o chamado modelo ¢ uma tendéncia seguida por uma parte da
comunidade de professores, cuja influéncia atinge seus alunos que posteriormente virdo a se
tornar professores e, assim sucessivamente, seguem replicando as praticas, mesmo a sociedade
que os permeiam indicando rupturas (Mizukami, 2006).

O modelo tradicional que discutimos hoje ¢ alicer¢ado sobre propostas de formagao
docente que percorreram todo o século XX e que, infelizmente, ainda ¢ um paradigma atual.
Sob a égide de uma formagdo académica-tecnicista, os professores eram expostos a um ensino
enciclopédico, focando em aprender o conteudo, técnicas de ensino e de controle da sala de aula
para entdo replica-las quando inseridos no ambiente escolar. Nesse contexto, cria-se o mito de
que o professor ¢ o transmissor e expositor do conteudo (Fiorentini, 1995) e que para ser um
bom professor basta conhecer o contetido, ter talento, seguir a intuicdo e ter experiéncia
(Gauthier, 1998). Como todo mito se faz de crencas, “acreditar que, para ser bom professor,
basta o dominio do conhecimento que se vai ensinar, [...] treinamento técnico em educagdo e
[ensinar] por meio da transmissdo das técnicas e aplicacdo do conhecimento” (Azevedo et al,
2012, p. 1006 - 1007) faz do aluno um mero ser passivo cuja fungdo ¢ memorizar e replicar.

Os ritos por tras dos mitos revelam que as aulas, a partir do método tradicional,
constituem-se no professor expor “o conteudo através de prelecdes ou de desenvolvimentos
teoricos na lousa [...] s6 apos esta apresentacdo completa ¢ que aparecem os exercicios de
aplica¢do” (Fiorentini, 1995, p. 6), os alunos como sujeitos passivos, copiavam, memorizavam
e replicavam exacerbadamente o conteudo ensinado pelo professor ou conforme escrita nos
livros em situagdes similares as que fora explicado (Fiorentini, 1995; Gauthier, 1998; Azevedo
etal,2012).

Ao longo dos anos, novas concepcdes do processo de ensino-aprendizagem e da
formagdo docente surgiram e modelos atuais, sustentados por vertentes que se originaram nas
décadas finais do século XX, se dispuseram em contrapor-se ao modelo tradicional. Os modelos
atuais transitam entre os ideais construtivistas e socioconstrutivistas, assim sdo vistos como
“formar educadores criticos e conscientes do papel da educagdo na sociedade” (Azevedo et al,

2012, p. 1009). Nesse modelo, o professor precisa conhecer com profundidade a diversidade da
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sociedade e das suas requisicdes assim como do conteido que ensinard, por exemplo: a
“matematica escolar e as multiplas matematicas presentes e mobilizadas/produzidas nas
diferentes praticas cotidianas” (Fiorentini; Oliveira, 2013, p. 924).

O papel do professor ¢ de pesquisar e planejar as atividades que engajarao os alunos,
que produzam significados aos conceitos e procedimentos em contrapartida a fixacdo e
memorizagdo. Incentivar o protagonismo dos alunos ao dialogar e justificar seus pontos de
vista. Mediar as discussdes e tomadas de decisdes favoraveis para que os alunos construam um
conhecimento pessoal, mas também coletivo. O papel dos alunos ¢ de dialogar e trocar
experiéncias e ideias e, sobre elas, ser capaz de pensar, estabelecer relagdes, justificar, analisar,
discutir e construir novos conhecimentos (Fiorentini, 1995; Azevedo et al., 2012; Fiorentini;
Oliveira, 2013).

Os métodos atuais, diante de seus ideais e dos papeis do professor € dos alunos, prezam
pela problematizagdo como marco inicial do processo de ensino-aprendizagem. Assim, a
resolugdo de problemas, tanto os que dizem respeito a realidade dos alunos quanto aqueles
especificamente advindos da atividade matematica, sdo abordagens historicamente
reconhecidas como possibilidades de construir conhecimentos através da coletividade,
investigacao e articulagdo entre os conhecimentos prévio € 0 novo.

No interim supracitado, o National Council of Teachers of Mathematics (NCTM) (1980;
2000) tanto recomendaram que a resolucao de problemas fosse o foco do ensino de Matematica
quanto assumiram a resolucdo de problemas como um processo para a aprendizagem dos
alunos, acrescentando a validacdo e comunicacao dos resultados como parte desse processo que
deve ter como fim a articulagao entre a producao matematica do aluno e o contetdo matematico
formal. Diante dessas recomendagdes, trés foram as formas de abordar a resolugdo de
problemas em sala de aula: o ensino sobre resolu¢do de problemas, trata-se de ensinar
explicitamente métodos ou estratégias especificas para resolver problemas; o ensino para
resolucao de problemas, em que o conteudo matematico explicado, tradicionalmente ou nao, ¢
aplicado em problemas; e o ensino via/através da resolu¢do de problemas, o qual a atividade
de ensino-aprendizagem da matematica ocorre tendo a resolucdo de problemas como
impulsionadora (Hatfield, 1978; Schroeder; Lester Junior, 1989).

Alguns pesquisadores sdo unanimes ao revelarem que a abordagem de ensino
via/através da resolugao de problemas ¢ a mais consistente se o objetivo de ensino do professor
for apresentar um problema como ponto de partida em vez de defini¢des matematicas; criar um
ambiente investigativo e promover a coletividade e constru¢do de conhecimentos (Masingila;

Lester Junior, 2002; Onuchic; Allevato, 2011; Proenga, 2013; 2016; 2018). Abre-se, diante
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desse pressuposto, um leque de abordagens que fazem oposi¢do ao modelo tradicional e se
dispde a organizar o processo de ensino-aprendizagem de modo a privilegiar a compreensao
conceitual da Matematica (Proenca, 2021). Diante de todo o contexto apresentado, surge o
objetivo deste artigo constituido em: exemplificar a abordagem de ensino-aprendizagem
conceitual de Matematica via resolu¢do de problemas a partir da experiéncia de uma futura

professora.

2 A organizacao do ensino-aprendizagem conceitual de matematica via resolucdo de

problemas

A resolucdo de problemas como meio para o ensino-aprendizagem conceitual, de
tempos em tempos propde avancos significativos para chegar em propostas organizadas que
indiquem caminhos a serem seguidos (Tevfik; Ahmet, 2003; Prusak; Hershkowitz; Schwarz,
2013; Bjorklund; 2018; Rosas-Rivera; Solovieva; Quintanar-Rojas, 2019; Proenga, 2021).

A proposta estabelecida a partir dos apontamentos tecidos por Proenca (2018; 2021)
propde uma organizagdo simbiotica entre as diferentes abordagens da resolug@o de problemas,
para, sobre e o via. Desde os anos que antecedem o século XXI, ja eram exploradas essas ideias
por parte de Siemon e Brooker, (1990, p. 10) que afirmavam que “enquanto a aprendizagem
inicial ¢ alcangada via resolucao de problemas, ela ¢ consolidada, estendida e aplicada através
do ensino e aprendizagem para e sobre a resolu¢do de problemas”. Em grau semelhante,
Proenga e Pirola (2014, p. 125) afirmam que “apesar dos limites dessas duas abordagens [para
e sobre], podem ser combinadas e sequenciadas com a abordagem de ensinar via resolugdo de
problemas”.

De acordo com Proenca (2018; 2021), o caminho auxiliar, para os professores que
desejam trilhar pela abordagem de ensino-aprendizagem conceitual de Matematica via
resolucao de problemas, pode ser organizado em uma sequéncia composta por oito agoes:
Escolha do problema; Introducdo ao problema; Auxilio aos alunos durante a resolucao;
Discussdo das estratégias dos alunos; Articulagdo das estratégias dos alunos ao conteudo;
Formacao do conceito; Defini¢do do contetido; Aplicagcdo em novos problemas. Na Figura 1 ¢

exemplificado o caminho das oito agdes que se inicia pela agao de escolha do problema.
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Figura 1: Trilha de a¢des do professor para organizagdo do ensino-aprendizagem conceitual
de matematica via resolugdo de problemas

Introdugio do Auxilio aos alunos Discussio das
problema durante a resolugdo estratégias dos alunos
Articulacio das
Escolha do problema Organizagdo do ensino-aprendizagem conceitual de estratégias dos alunos
matematica via resolugdo de problemas ao contetido

Aplicagdo em novos

problemas Definicio do contetdo Formagio do conceito

Fonte: elaborado pelos autores (2025).

A Escolha do problema, primeira acdo da organizacdo, refere-se ao professor saber
selecionar uma situagdo de matematica na integra, sem alteragdes; reelaborada, com mudangas
pontuais de acordo com a necessidade; ou elaborada por inteiro, iniciada do zero, constituindo
numa situagdo inédita que incorpore o contetido que se deseja ensinar. Independentemente da
alteragdo, a situacao escolhida deve ser suficiente para possibilitar diferentes caminhos e
estratégias resolutivas, que levem os alunos a mobilizarem o maior nimero de conhecimentos
prévios necessarios para construir o novo conhecimento. O professor deve prever possiveis
estratégias, dificuldades e diividas que os alunos virdo a ter, assim como as possiveis respostas,
apontamentos e tomadas de ag¢des que serdo tomados por ele. Por fim, ao escolher a situacdo, ¢
importante que o professor considere contextos realisticos, abstratos ou imaginarios que
despertem fatores cognitivos ou ndo cognitivos nos alunos (Hiebert ez al., 1998; Proenca, 2018;
Smith; Stein, 2018; Mendes; Proenga, 2020).

Ao contrario da acgdo anterior que ndo exclusivamente ocorre dentro do ambiente
escolar, a Introdugdo do problema ¢é a primeira agdo em sala de aula e diretamente ligada aos
alunos. E momento em que o professor deve conhecer caracteristicas importantes dos alunos
como: rusgas ou dificuldades em relacdes interpessoais que implicardo no trabalho coletivo;
disposicdo e acolhimento ou introspec¢do; familiaridade ou falta dela com o contetido
matematico para que haja certa equivaléncia entre os grupos e divisdo ponderada dos grupos.
O objetivo € promover a troca de conhecimentos e experiéncias, a negociagao de significados
e a tomada de decisdao. Com os grupos estabelecidos e formados, o professor pode apresentar a
situagdo aos alunos e nesse momento ¢ que se define se ela constituird um problema ou nado
para eles. Assim sendo, solicita-se que iniciem o processo de leitura, extra¢do das informagdes

e que resolvam o problema como acharem pertinente diante dos conhecimentos que possuem
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(Lester Junior, 2013; Lester Junior; Cai, 2016; Proenca, 2018; 2020).

Subsequente, surge a agdo de Auxilio aos alunos durante a resolugdo. Essa acdo esta
relacionada ao inicio do processo resolutivo marcado pelas etapas de representagdo,
planejamento, execucdo e¢ monitoramento. Tais etapas constituem o caminho comumente
seguido pelos alunos para mobilizarem conhecimentos necessarios para resolver o problema. A
representacdo trata-se de compreender e traduzir as estruturas linguisticas (conhecimento
linguistico), bem como as expressoes presentes no enunciado em declaragdes matematicas
(conhecimento semantico) e reconhecer a natureza do problema diante dos objetos matematicos
(conhecimento esquematico). O planejamento refere-se a elaboracdo de um plano, estimulo a
promogao de estratégias e gestdo do caminho a ser percorrido (conhecimento estratégico). A
execu¢do ¢ o emprego da estratégia, implementacdo e manipulacdo de algoritmos e
procedimentos resolutivos (conhecimento procedimental). Por fim, o monitoramento ¢é a etapa
de verificagdo e validagdo das estratégias e dos calculos realizados (Brito, 2006; Proenca, 2018).

Portanto, no Auxilio aos alunos durante a resolugcdo, o professor tem o papel de
observador, incentivador e direcionador da aprendizagem (Proencga, 2018). Deve circular pelo
ambiente observando comportamentos gerais, observar dividas e dificuldades especificas dos
grupos € permanecer nos grupos auxiliando com as duvidas e dificuldades especificas; sanar
davidas coletivas e individuais de acordo com as observacdes feitas; incentivar os alunos para
mobilizarem corretamente e efetivamente os conhecimentos linguistico, semantico,
esquematico, estratégico e o procedimental e direciond-los para a uma resolu¢do valida
(Proenca, 2018; 2020; Takahashi, 2021).

Ac¢ao de Discussdo das estratégias dos alunos. Essa acdo consiste em solicitar que os
alunos registrem suas resolucdes na lousa de forma organizada para que o professor realize a
socializacdo de suas producdes. Nesse caso, estd envolvido olha sobre uso de conhecimentos
prévios, ou seja, o professor deve estabelecer apontamentos quanto a conceitos e procedimentos
que estdo associados ao conteido que se deseja ensinar, os quais os alunos apresentaram
dificuldades ou que ndo foram reconhecidos durante o processo. Os alunos sdo protagonistas
ao apresentarem suas solucdes e os professores elucidam as duvidas e incentivam que os demais
fagam questionamentos, oportunizando a identificacdo de estratégias entre os alunos (Proenca,
2018; Takahashi, 2021).

Por fim, na Articulagdo das estratégias dos alunos ao conteudo, cabe ao professor
recorrer a aspectos especificos das resolugdes dos alunos que possibilitam relacionar
diretamente ao que se quer ensinar. Portanto, ao estabelecer a articulagdo entre as estratégias

dos alunos e o conteudo matematico de ensino, torna-se visivel possibilidades de conexdes nas
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diferentes maneiras de pensar dos alunos, contribuindo para vislumbrar avangos em seus
pensamentos para outros topicos, abordagens e representagdes matematicas. Ao visualizar e
compreender as conexdes entre os conhecimentos possuintes € 0 novo, os alunos serao capazes
de construir um repertorio conceitual e procedimental para ser aplicado em novas resolugdes
(NCTM, 2000; Proencga, 2018; Smith; Stein, 2018; Allevato; Onuchic, 2019).

Por conceito compreende-se como uma representagao mental ou escrita de um conjunto
ou classe de objetos detentores de certa particularidade capaz de os diferenciar ou associar a
outros (Klausmeier; Goodwin, 1977; Pozo, 1998; Vygotsky, 2008). A acdo de Formagdo do
conceito consiste no professor estimular os alunos a realizarem atividades que possibilitem
atribuir significados a um objeto, traduzi-lo em suas proprias palavras de forma generalizada,
utilizar tais representacdes como forma de reconhecer outros objetos de classes semelhantes ou
diferentes, apresentar exemplos e contraexemplos ¢ aplica-los na solucao de problemas (Vinner,
1991; Pozo, 1998; Vygotsky, 2008; Proenca, 2021).

A agdo de Definicdo do Conteudo refere-se ao professor apresentar aos alunos a
definicao formal do contetido, com o rigor mateméatico conforme normalmente ¢ salientado nos
livros didaticos. O professor deve estabelecer a relacdo entre as representagdes conceituais
construidas pelos alunos na a¢do anterior com a representagdo convencional. Ao articular o
conteudo com as representagdes pessoais dos alunos na agao anterior, permitird que construam
uma formalizagdo para o conceito que ja possuiam. Ainda cabe ao professor, nessa acao,
sintetizar as diferentes caracteristicas do contetido, os diferentes métodos e algoritmos
resolutivos e sobre as etapas da resolug¢do de problemas (Vinner, 1991; 2018; Nurwahyu, 2014;
Simon, 2016; Proenca, 2021).

Por fim, na agdo de Aplicagdo em novos problemas, o professor deve escolher novas
situacdes, com foco na resolu¢cdo de uma diversidade de temas contextualizadas, a fim de que
os alunos possam aplicar os conhecimentos construidos anteriormente. A ideia € que o problema
se mostre como uma tarefa central para os alunos desenvolverem o conceito aplicando o que
aprenderam, conforme preve a abordagem de ensinar matematica para resolver problemas. Isso
¢, para o professor, ¢ uma possibilidade de investigar a aprendizagem, refletir sobre a trajetoria
e ressignificar sua pratica. O professor pode usar esse momento também para trabalhar
explicitamente heuristicas capazes de ajudar na resolu¢do de problemas, as etapas e
conhecimentos associados ao processo e entraves comuns cometidos por eles, sendo uma agao
associada a perspectiva de ensinar sobre resolu¢ao de problemas (Proenca, 2021).

Evidencia-se que as oito acdes descritas na Figural, baseadas em Proenca (2018; 2021),

podem despertar nos professores e futuros professores conhecimentos pedagdgicos acerca do
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conteudo, seja da Matematica propriamente, seja da resolu¢do de problemas. Portanto, faz-se
necessario que professores e, principalmente, os futuros professores, sejam levados a abordar a
teoria e a construgdo de praticas que possibilitem articular a resolugao de problema e o ensino
conceitual da Matematica. Nesse sentido, serd apresentado, a seguir, a exemplificacao por tras
da teoria sobre as oito acdes da abordagem de ensino-aprendizagem conceitual de Matematica

via resolucdo de problemas (Proenca, 2018; 2021).

3 Breve descricio do cenario e dos participantes

Este artigo tem o objetivo de exemplificar a abordagem de ensino-aprendizagem
conceitual de Matematica via resolu¢do de problemas a partir da experiéncia de uma futura
professora. Assim, serdo apresentadas e discutidas todas as acdes de Proenca (2018; 2021) por
meio da proposta criada por um dos participantes da intervengao formativa intitulada “O ensino
de matematica via resolugdo de problemas: encaminhamentos para a sala de aula”. A
intervengdo ocorreu durante as aulas da disciplina Préticas de Ensino C, do curso de
Licenciatura em Matematica da Universidade Tecnologica Federal do Parana (UTPFR). A
disciplina tem como objetivo geral oferecer apoio tedrico e didatico aos alunos na elaboragado
do plano de estagio. Ao longo de 18 encontros, seis licenciandos foram apresentados e
orientados a discutirem sobre as tematicas: problema; processo de resolugdo de problemas;
abordagens da resolugdo de problemas no curriculo escolar; Ensino-Aprendizagem de
Matematica via Resolu¢do de Problemas (EAMvVRP); e organizagio do ensino para a
aprendizagem de conceitos matematicos com resolu¢do de problemas.

Na etapa final da interveng@o formativa, os licenciandos deveriam elaborar, apresentar
e discutir as propostas de organizacido do ensino-aprendizagem conceitual de Matemadtica via
resolugdo de problemas. Os dados apresentados na exemplificacdo emergem do corpus
constituido das gravacdes e anotacdes realizadas pelo pesquisador durante a intervencao
formativa realizada. E justamente uma dessas propostas que servira de exemplificacio. Na
proposta selecionada, Joana, conforme sera ficticiamente chamada a licencianda, escolheu
trabalhar o conteudo de Regra de Cramer e determinante de matrizes durante as oito agdes que
serdo apresentadas na sequéncia. A escolha por tais conteudos surge do plano de estagio a ser

desenvolvido no Ensino Médio de um colégio da rede estadual de ensino.

4 Compreendendo a exemplificacio da abordagem de ensino-aprendizagem conceitual
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Nesta sessdo, serd apresentada e brevemente discutida as oito a¢des da proposta de

Proenca (2018; 2021) a partir da descrigao da participante Joana.

4.1 Escolha do problema

Para iniciar a abordagem, Joana, optou por reelaborar uma questdo selecionada de um
caderno de prova de vestibular. Joana, antes da sele¢do considerou como pré-requisito para o
ensino da Regra de Cramer, que os alunos deveriam saber algum método para resolver sistemas
lineares e que tivessem nogdes basicas sobre o conceito de determinante de matrizes 2x2 e 3x3,
principalmente do algoritmo de Sarrus, baseando-se nas conversas com a professora regente da

turma. A situagdo reelaborada por Joana ¢ apresentada na Figura 2.

Figura 2: Situagao reelaborada por Joana para iniciar a proposta

Um clube promoveu um show de musica K-pop ao qual compareceram 200 pessoas, entre socios e nio
socios. No total, o valor arrecadado foi R$ 1 400,00 e todas as pessoas pagaram pelo ingresso. Sabendo-
se que o preco do ingresso foi RS 10,00 e que cada sdcio pagou metade desse valor, qual € o nimero de
socios presentes no Show?

Fonte: dados da pesquisa.

Conforme apontado por Proenga (2018), é esperado que os professores saibam
reelaborar situagdes para que se adequem, inicialmente a um problema, posteriormente aos
conhecimentos prévios dos alunos e ao objeto de ensino. Assim, quanto ao critério que utilizou

para escolher o problema.

O que vocé considerou na hora de escolher o problema? E qual foi a alteragdo
que vocé precisou fazer para responder que € uma situacao reelaborada?
(Pesquisador, 2024).

Eu procurei pegar um problema que tivesse uma linguagem clara e que néo
fosse muito dificil para os alunos [...] quando fui pegar o problema do
vestibular tive que mexer nele para virar uma pergunta [...] questdes de matriz
nao tem muito texto no inicio, é dado a matriz tal, calcule! Ai esse teria um
texto porque ndo era especifico para resolver por matriz (Joana, 2024).

Ao selecionar uma questdo de vestibular, dentre as quais costumam ser de multipla
escolha, Joana realizou uma alteracdo, que correspondeu a estabelecer um comando de
questionamento ao invés de um comando que dependa das alternativas. Outro fator foi sua
preocupacao por um enunciado que os alunos sentissem facilidade ou dificuldade. Por fim,
Joana também revela preocupacgao por contextualizar o problema. Essas preocupacdes também

foram identificadas no estudo de Proenca (2024) justamente no desafio encontrado por
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licenciandos em Matematica em contextualizar, propor perguntas e adequar o enunciado para
introduzir o problema. Ao estabelecer tal avaliagdo, o professor pode prever possiveis
estratégias que os alunos empregarao, na Figura 3 sao apresentadas as estratégias consideradas
por Joana.

Figura 3: Estratégias previstas por Joana para o problema escolhido

Possivel estratétia 1: método da adigdo | Possivel estratétia 2: elaborar uma tabela
X = ndo sdcios MNao socios Socios Total = 200
Y = socios 100 100 200

{ x+y =200 50 150 200

10x + 5y = 1400 60 140 200

{ x*+y =200 70 130 200

10x + 5y = 1400 a0 120 200

Multiplicando a 1% equacéo por -5 120 80 200
Sx — Sy = —1000 RE&:D:{!U R$;5,Ul] Total = 1400

{ ) " 10*100 55100 1500

10x + 5y = 1400 10°50 57150 1250

10560 5*140 1300

=800y =120 10°70 57130 1350

10%80 5120 1400

10%120 5780 1600

Fonte: dados da pesquisa.
Ao ser questionada sobre as estratégias:

Sobre as estratégias, o que vocé pode comentar? (Pesquisador, 2024).

Todas as resolucdes que eu vi na internet resolviam ele por sistema [...] creio
que os alunos montariam uma equagdo do primeiro grau ou que percebessem
que daria para montar um sistema linear com os dados e resolveria para obter
o numero de socios [...] as formas como iriam organizar provavelmente
mudaria dependendo do método que escolham [...] pode ser que ele ndo veja
que da para resolver como sistema. Pode ser que ele organize os dados criando
uma listinha, tipo tabela, e acabe chegando naquele valor (Joana, 2024).

Note que ¢ preciso que o professor preveja tanto estratégias diretamente associadas ao
contetdo, como os sistemas lineares, mas também ha a previsdo de estratégias mais simples
como as tabelas. Embora Oliveira e Proenca (2022) alertem que para o professor a recorréncia
por apresentar uma tabela € trabalhosa e extensa, por outro lado ¢ potencialmente eficaz para a

melhor visualizagdo dos dados e seus comportamentos.

4.2 Introdugdo do problema

Para iniciar a acao de Introdugdo do problema, foi solicitado que Joana descrevesse em

etapas suas agoes:
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Fale um passo a passo de como vocé agiria na Introducdo do problema?
(Pesquisador, 2024).

O problema sera passado na lousa para que os alunos possam copiar em seus
cadernos, em seguida irdo fazer grupos de 5 ou 6 pessoas [...] vai depender da
quantidade de alunos, mas acho que tem que ter bastante gente para ajudar e
ndo ficar tdo dificil [...] os alunos vao fazer a leitura inicial [se ndo] sdo
influenciados pela minha leitura e se os alunos ficarem com duvida vou fazer
a leitura do enunciado do problema, destacando e tirando duvidas em relagdo
ao significado de algumas palavras no enunciado que eles possam ndo ter
entendido (Joana, 2024).

Ao indicar a sequéncia de abordagem, Joana, destaca alguns pontos relacionados a
gestao da sala de aula como dividir os alunos em grupos de acordo com a quantidade de alunos
presentes € manter os grupos com um numero significativo de integrantes para que torne o
processo mais facil, assim como organizar a leitura coletiva e a leitura do professor, se
necessario. No sentido da dificuldade, Joana se coloca pronta para tirar davidas dos alunos com
questdes linguisticas associadas a situa¢do. Por fim, para Proencga (2018), ¢ nessa acdo que a
situacdo se tornara um problema ou nao, portanto na previsao de Joana a situagdo escolhida se

configurard como um problema, visto que ha a previsao de certas dificuldades ou obstaculos.

4.3 Auxilio aos alunos durante a resolucao

A agdo de Auxilio aos alunos durante a resolu¢dao ¢ o momento em que segundo Proenga
(2018) as etapas e conhecimentos associados a resolucdo de problemas passam a ser

mobilizadas. Ao ser solicitada que descrevesse suas agdes durante o auxilio:

Descreve para mim como vocé agiria ou como seria na sua pratica o auxilio
aos alunos durante o processo de resolugdo deles? (Pesquisador, 2024).

O professor ficara disponivel para tirar eventuais diividas que possam ter, mais
com um cuidado para ndo dar informagdes sobre o procedimento envolvido
na resolugdo e desta forma permitir que os alunos tentem fazer sozinhos. O
professor também vai andando na sala e observando os grupos, vendo se o que
estdo fazendo esta indo certo e se ndo tiver ele pode ir dando umas dicas de
como estaria certo tipo [fazendo aspas com a méo] ‘6 esse valor aqui tem que
fazer o que com aquele ali?’ e ‘se vocé pegar assim e fazer assim, sera que da
certo?’ esse tipo de orientacdo, sabe uns empurrdeszinhos para ver se ele
conseguem continuar. Se precisar da para ir no quadro e explicar algumas
coisas mais simples, coisas que ndo vao entregar o problema (Joana, 2024).

Joana salienta a importancia de nessa agdo o professor nao acabar auxiliando além do

necessario e acabar apresentando informacdes que resolvam o problema diretamente. Trata-se
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de realizar intervencdes pontuais, a partir da observagao das atitudes e necessidades dos grupos,

além do fato de tais apontamentos estarem relacionados a acdo de questionar os alunos, de modo

que precisem refletir. Porém, conforme Proenca (2018) ¢ enfatico, em casos especificos, que as

duvidas persistirem, € necessario que o professor va a lousa e realize alguns procedimentos e

calculos simples capazes de destravar os grupos, acenando para uma direcao.

4.4 Discussao das estratégias dos alunos

Assim como a ag¢ao anterior, a Discussdo das estratégias dos alunos esta associada aos

conhecimentos mobilizados durante as etapas da resolug@o do problema. Na descri¢ao de Joana,

sobre a conducao das discussoes:

Como vocé agiria na hora de discutir as estratégias feitas pelos alunos?
(Pesquisador, 2024).

Depois de ter passado o tempo estimado para a resolugdo e¢ o professor
confirmar que todos acabaram de resolver o problema, os grupos serdo
convidados a dizer como fizeram para encontrar o ntimero de socios e de que
modo organizaram os dados. O professor vai dividir o quadro, identificando
um lugar para cada grupo e vai ser pedido que os alunos apresentem as
resolugdes na lousa, pois assim fica registrado o passo a passo que eles fizeram
e € mais facil para o professor tirar davidas que ainda restaram dos proprios
alunos do grupo ou dos outros grupos sobre a resolugdo dos outros [...] ou
apontar os procedimentos que os grupos mais tiveram dificuldade. E esperado
que os alunos assumam a responsabilidade e saibam organizar os dados de
maneira que possa ficar claro os conhecimentos prévios para os outros,
mostrando que ndo foi nada novo, foi apenas com conhecimentos que eles ja
conheciam (Joana, 2024).

Segundo Joana, o professor deve mobilizar novamente alguns conhecimentos sobre

gestao de sala de aula e dos alunos, como por exemplo saber organizar as resolucdes na lousa

de maneira que auxilie no esclarecimento das duvidas, nas discussdes e compreensao gradual

do contetido. Corroborando com Proenca (2018), igualmente € esperado que o professor aponte

as etapas do processo que os alunos mais tiveram dificuldade e a articulagdo do conhecimento

que eles tinham, previamente a resolucao, € o novo conhecimento objetivado pelo professor.

4.5 Articulagdo das estratégias dos alunos ao conteudo

A tultima das acdes referentes ao problema como ponto de partida, a Articulagdo das

estratégias dos alunos ao contetido, refere-se a um marco inicial da construcao conceitual que
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culminara na defini¢do do contetido, segundo a articula¢ao proposta por Proenca (2018; 2021).

Na descri¢ao de Joana, sobre a articulacdo das estratégias dos alunos:

A acdo de articulagdo das estratégias dos alunos ao conteudo que vocé
escolheu ¢ uma etapa divisoria. Como vocé conduziria ela? (Pesquisador,
2024).

Logo apo6s todos terem discutido como fizeram e observado as diferencas ou
familiaridades [entre as resolugdes] o professor destaca pontos que os alunos
utilizaram e que tem uma relagdo com a regra de Cramer. Como exemplo, se
algum grupo resolveu da forma de sistema linear, mas utilizando qualquer
método por exemplo, ja pode pegar e questionar sobre que outra forma de
representar um sistema eles pensam que € possivel [...] o professor pode
utilizar algum sistema, se aparecer, e resolver escrevendo em formato de
matriz, pode até escrever uma tabelinha mesmo [...] s3o possiveis estratégias
que dao para ligar a regra de Cramer com alguma coisa que ndo seja outro
método de matriz [...]. Ai é s mostrar como resolver o sistema com esse novo

método [Cramer] (Joana, 2024).
De acordo com a descricao feita por Joana, ao desejar o ensino-aprendizagem da regra
de Cramer, o professor pode observar nas estratégias dos alunos relagdes conceituais e
procedimentais que exercam uma inter-relagdo com a regra, por exemplo os Sistemas Lineares
e as tabelas, ambos sdo facilmente convertidos para o formato matricial. Esse ¢ justamente o
ponto de inicio da discussdo tanto de conceituagdes avangadas sobre a ideia ou necessidade dos
determinantes, quanto para os procedimentos que levaram aos mesmos valores obtidos através
das Tabelas e dos métodos resolutivos de Sistemas lineares. No caso de ndo haver estratégias
que possibilitassem uma articulagcdo ou que mostrassem pouca relagdo, forcando a compreensao
dos alunos, o professor poderia simplesmente utilizar a regra de Cramer para resolver o

problema, semelhante ao que recomenda Proenga (2018).

4.6 Formacao do conceito

A ag¢do de Formacgao do conceito € a etapa em que os alunos devem construir uma rede
de representagdes conceituais, considerando aspectos: visuais/simbolicos, como atributos
relevantes e irrelevantes do conceito, linhas, espessuras, deslocamento, rotagdes etc. (Proenga,
2023); sintaticos, como regras, operacdes e procedimentos e semanticos, associados ao
significado das expressdes em implicagdo com o conteudo (Proencga, 2018).

Joana, apresenta uma sequéncia de tarefas para reflexionar sobre os conceitos junto com

os alunos, conforme apresentado na Figura 4.
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Figura 4: Sequéncia de tarefas para auxiliar na formacéo do conceito

1) Quando temos um nimero junto com a letra, por exemplo:
Sx

a) O x que ¢ o valor desconhecido é chamado do que?

b) O 5 é chamado do que?

2) Crie uma matriz 2x2 e outra 3x3 com os coeficientes que vocé quiser:

3) Olhando para os sistemas abaixo:

{2a+b=5 r+s+t=12
3a—b=5 r—s4+2t=12
-5=3t= —16

Qual a forma matricial dos sistemas, lembre-se dos coeficientes?

4) Olhe para os dois quadros abaixo:
[12x+3y=15 12 3

2x —3y =13 M{z _3}
D=12(-3)-32=-36-6= - 42

Pelo método da adigdo temos:

14x = 28 M=[15 3}
X
x=2 13 -3
D,=15(-3)-3.13=-45-39= - 84
Substituindo na segunda equacgéio
5

2(2) -3y =13 Mx=[12" i;]
—3y=13-4

“3y=9 D, =12.13 - 15.3 = 156 - 30 = 126

y=-3

No primeiro quadro notamos que o sistema linear foi resolvido a partir do método da adigo,
entretanto no segundo quadro notamos a presenca de trés matrizes distintas e seus determinantes,
responda: No Quadro 2 & apresentado o valor da incognita x e y? Se sim, quais sdo? Se no, como
determina-los a partir do que se tem?

Fonte: dados da pesquisa.
Nas tarefas destacadas por Joana nota-se o que para Proenca (2023) podem ser
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classificadas como implicitas e explicitas. As tarefas 1 e 4 exigem, de forma implicita, que os
alunos procurem por ideias ou defini¢des para as quais ndo foram dadas pistas. Ja as tarefas 2
e 3, de forma explicita, indicam aspectos conceituais a serem reconhecidos e executados, por
exemplo, indicando a apresentacdo de uma matriz de determinada ordem, bem como indicando
a forma matricial tendo como pista os coeficientes.

Na descricao de Joana, sobre a Formagao do conceito:

Na Formagao do conceito, como vocé agiria? Descreva ela para mim por favor
(Pesquisador, 2024).

Eu acho que como a ideia ¢ trabalhar o conceito da regra de Cramer, poderia
comecar de forma gradual, por exemplo usar exercicios tipo indique a matriz
dos coeficientes dos seguintes sistemas e calcule seu determinante e dar alguns
exemplos que eles [alunos] podem resolver por Sarrus [método mais simples
para resolver], s6 para ir gradual mesmo [...] da para continuar pedindo a
forma matricial dos mesmos exemplos ou de outros também [...] para eles
terem uma nogdo de coeficiente, ja para ir indicando a ideia do Cramer ¢ os
conceitos de matriz dos coeficientes ¢ matriz s6 dos resultados [...] da para
finalizar a parte do conceito pedindo para eles analisarem duas resolugdes de
um mesmo exemplo, uma feita por sistemas e outra por Cramer e ir
questionando eles por exemplo: na primeira parte do quadro o sistema linear
foi resolvido a partir do método da adicdo, entretanto no segundo quadro
notamos a presenca de trés matrizes distintas e seus determinantes, vocé acha
que as incognitas x e y estdo na resolugdo da segunda parte [Cramer]? Se sim,
quais sdo? Se ndo, como determina-los a partir do que se tem? D4 até para
colocar coisa errada no meio e perguntar [...] isso seria a formagdo do conceito
no meu entendimento que eu coloquei na proposta (Joana, 2024).

De acordo com Joana, ¢ necessario que a formacdo ocorra de forma gradual, por
métodos e procedimentos mais simples, que apresente relagdes supraordenadas e subordinadas
ao conceito. Salienta também tarefas que requeiram a identificagdo de atributos definidores e
exemplos através da analise e comparagdo de resolugdes prontas, que apresentem conceitos €

procedimentos corretos ou nao (Proenga, 2021; 2023).

4.7 Definicao do conteudo

Apo6s a acdo de Formagao do conceito, surge a possibilidade de definir o contetido. Agao
que exige do professor, cuidado com a selecdo de elementos importantes das representacdes
conceituais dos alunos, entendidas como defini¢des conceituais, ao longo das tarefas a fim de
realizar a definigdo matematica formal (Proenca, 2021; 2023).

Na exemplificacdo descrigao por Joana:
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Como vocé descreveria suas a¢oes durante a Definigdo do conteido que vocé
propds? Que ¢ a regra de Cramer (Pesquisador, 2024).

Depois de ter apresentado de forma gradual a ideia de matriz, de coeficientes
e uma base do que € achar o determinante, mas sem falar com esse nome eu
vou apresentar a defini¢@o tedrica mesmo, igual tem no livro que a professora
usa com eles que a regra de Cramer € um método desenvolvido para resolver
sistemas lineares. Que sistema linear ¢ um conjunto de equagdes que se
relacionam e que podem ser escritos da forma matricial igual eu ja vou ter
discutido com eles quando pedi para colocarem no quadro a resolugéo [...]
para encontrar o conjunto de solu¢des por Cramer € necessario saber o
determinante de uma matriz [...] a matriz ¢ formada pelos coeficientes do
sistema e existe o Dx [determinante X] que vem da substitui¢cao da coluna do
x pela coluna dos resultados € o Dy [determinante y] substituicdo da segunda
coluna, a do y pela coluna dos resultados e o Dz [determinante z] que ¢ da
mesma forma [...] ia montar as trés matrizes, mas utilizando letras, de forma
algébrica, igual as demonstragdes dos livros [...] vou fazer normal, fazer a
divisdo do Dx, do Dy e do Dz por D [determinante da matriz dos coeficientes],
vou mostrar que dai ja acha as solucdes e depois vou usar como exemplo um
dos problemas que eles ja tinham feito antes. Vou resolver passo-a-passo
explicando e questionando se eles estdo com duvida e se estdo entendendo que
aquilo que ele fizeram agora faz mais sentido (Joana, 2024).

De acordo com a descrigao feita por Joana, conceitos apresentados anteriormente como
transformagdo de sistemas lineares na forma matricial, apresentacao do determinante de uma
matriz e compreensao de coeficientes serdo articulados a definicdo de determinante da coluna
representada pela incognita x e para a coluna da incognita y, consequentemente para definir a

regra de Cramer, sempre através de questionamentos e apontamentos.

4.8 Aplica¢do em novos problemas

A ultima etapa da organizagdo refere-se a abordar a perspectiva do ensino de
Matematica para resolver problemas e o ensino sobre a resolugdo de problemas. O ensino para
resolver problemas consiste ensinar o conteudo matematico para que os alunos possam usa-los
na resolucdo de problema, em outras palavras, a matematica que foi ensinada deve ser aplicada
no problema. J& o ensino sobre resolucdo de problemas consiste do professor explicar
estratégias e métodos de organizar e resolver os problemas a partir do contetdo matematico

ensinado. Na Figura 5 ¢ apresentado o problema escolhido por Joana para aplicagdo do

conteudo.
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Figura 5: Problema escolhido por Joana para aplicagdo do conteudo

Uma determinada escola resolveu realizar jogos olimpicos em comemoragao ao Dia do
Cerrado, com 14 modalidades. Os resultados obtidos foram os seguintes:

Equipe Ouro Prato Bronze Pontuacao
Equipe Pequi 5 5 3 43
Equipe Ipé 5 4 7 44
Equipe Caju 4 5 4 39

Sendo desconhecidas as pontuagdes recebidas para as medalhas de ouro, prata e
bronze, respectivamente, entdo as soma dessas respectivas pontuagoes
desconhecidas resultara em qual valor?

Fonte: dados da pesquisa.

O problema escolhido por Joana, apresenta semelhancas com o problema apresentado
na ag¢do inicial. Esse fator ¢ relevante para que o professor possa ter uma compreensao do
avanco dos alunos durante o processo, bem como estabelecer metas e ressignificacdo da sua
pratica futura, como: a necessidade de uma abordagem diferente, ou retomar determinado
conceito ou procedimento, por exemplo. Quando questionada sobre o processo de escolha do

problema e da aplica¢do do contetido, Joana:

O que vocé levou em consideragdo na escolha do problema? Como seria sua
acdo? (Pesquisador, 2024).

Como o objetivo agora era que os alunos aplicassem o que eles aprenderam
nas outras aulas, entdo eu escolhi esse primeiro problema que traz uma matriz
em forma de uma tabela envolvendo medalhas e isso eles veem nas
olimpiadas, entdo ¢ do cotidiano deles [...] no problema nao fala um método
para ele resolver, entdo ele pode usar outros métodos ou o Cramer [...] ndo
tem como ele ndo saber resolver, porque se ndo souber ja € um indicativo de
que alguma coisa ndo ficou legal nas outras aulas, ndo sei, durante a formagao
do conceito talvez ou antes até [...] o outro problema ¢ mais simples. Tem um
contexto e eles vao ter que escrever as informagdes do problema na linguagem
matematica [...] o sistema ¢ um de duas incognitas, pode ser resolvido por
outro método, mas nesse eu vou especificar e pedir para resolverem por
Cramer, para ver se eles aprenderam de fato o que foi ensinado [...] mesmo
pedindo ja a forma de fazer eu acho que continua sendo um problema porque
ainda ¢ um desafio para eles ver se sabem utilizar o método [...] os dois
problemas vao ser bons para ver se os alunos aprenderam e quais sdo as
principais dificuldades deles (Joana, 2024).

Corroborando com Proenca (2021), Joana escolheu um problema que pertencia a
realidade dos alunos, envolvendo um quadro de medalhas, que necessitara realizar a tradugao
para a linguagem matematica. A traducao de acordo com a participante podera ser da tabela em

uma matriz ou da tabela em um sistema linear. E esperado que nao apresente dificuldades
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significativas para os alunos. Entretanto, ndo significa que a situa¢do deixa de ser encarada
como um problema, visto que o objetivo € trabalhar o ensino para resolver problemas, portanto
a perspectiva ¢ de aplicagdo para verificagdo da aprendizagem dos alunos e da pratica do

professor (Proenga, 2021).

5 Reflexoes finais

Sendo o objetivo exemplificar a abordagem de ensino-aprendizagem conceitual de
Matematica via resolugdo de problemas a partir da experiéncia de uma futura professora, cabe
considerar que este foi atingido, visto clareza de detalhes descritos pela participante em relagao
a sua experimentacio. E evidente que a abordagem proposta por Proenga (2018; 2021) vai na
contramdo de organizagdes tradicionais do processo de ensino-aprendizagem, assim como
assume uma nova perspectiva ao apontar uma possibilidade de dar continuidade ao ensino de
matematica via resolu¢do de problemas, conforme ¢ explorado por outras vertentes, limitando-
se a um momento especifico do processo.

Vale ressalvar que dentro dos detalhes da descrigdo da participante, nota-se a
recorréncia, em todas as agdes, aos conhecimentos produzidos pelos alunos. Isso demonstra que
o professor a cada passo dado pode avaliar a aprendizagem dos alunos e mudar a direcao de
suas praticas subsequentes. Trata-se de um processo de ensino-aprendizagem dindmico,
possivel de alteracdo ao longo do caminho, sem que se tenha que desconsiderar tudo que ja
havia sido construido e representado anteriormente. O trabalho conceitual, além do problema
como ponto de partida, possibilita que os alunos articulem constantemente suas defini¢oes
pessoais sobre o que define ou ndo o contetdo; o significado de certas terminologias, como no
exemplo de Joana, incdgnita e coeficiente, o porqué e o que de dividir o Dx por D em relacdo
a outra representacdo; ou apresentar exemplos de matrizes de acordo com uma determinada
ordem, justamente conforme pressuposto por Proenga (2023).

Por fim, a proposta discutida a partir de Proenca (2018; 2021; 2023) e agora
exemplificada a partir da perspectiva de uma futura professora de Matematica, avanca em
discussdes levantadas anteriormente pelos Principles and Standards for School Mathematics
(NCTM, 2000) e Allevato e Onuchic (2019), quanto ao uso da resolucdao de problemas para
trabalhar as conexdes entre o conteido matematico e as representacdes conceituais dos alunos

construidas sobre suas experiéncias dentro e fora da sala de aula.
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