| revista
‘W PARANAENSE
. DE EDUCACAOQO
ANOS MATEMATICA

TRINCAS PITAGORICAS E NUMEROS FIGURADOS: UM ENFOQUE
HISTORICO PARA O ENSINO DO TEOREMA DE PITAGORAS

DOI: https://doi.org/10.33871/22385800.2022.11.24.505-526

Augusto Mendes Duarte?
Fabio Seidi Osiro Yamamoto?

Resumo: Objetivando articular Histéria da Matematica, Resolucdo de problemas, uso de materiais
manipulaveis e de recursos digitais, foi construida uma proposta didatica em torno da origem
aritmética do Teorema de Pitagoras. O projeto ocorreu em quatro turmas do nono ano do Ensino
Fundamental de uma escola particular de S&o Paulo, durante quatro aulas ministradas ao longo de uma
semana. Cada turma continha em torno de 20 alunos com aproximadamente 14 anos. Por meio de uma
exposicao dialogada sobre o contexto histérico em que se encontravam os pitagoricos, os discentes
experienciaram um processo de investigacdo analogo ao da doutrina pitagorica. Dispostos em grupos e
utilizando fichas coloridas, investigaram o0s numeros figurados e resolveram problemas
direcionadores. As conclusdes foram discutidas em plendria e 0s novos conceitos foram formalizados
e contextualizados historicamente. Para facilitar a visualizacdo de situagbes histéricas e conceitos
recém descobertos, animacBGes previamente desenvolvidas pelos professores foram utilizadas.
Considera-se que a articulacdo dos recursos utilizados favoreceu o aspecto motivacional da
aprendizagem bem como a formacdo de conceitos e de procedimentos relativos ao Teorema de
Pitagoras. Tais resultados positivos foram evidenciados tanto pelas resoluces e interacfes em plenaria
quanto atraves das solugdes apresentadas por escrito.
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PYTHAGOREAN TRIPLES AND FIGURATE NUMBERS: A
HISTORICAL APPROACH TO TEACHING THE PYTHAGOREAN
THEOREM

Abstract: Aiming to articulate History of Mathematics, Problem Solving, manipulative materials and
digital resources, a didactic project revolving around the arithmetical origin of the Pythagorean
Theorem was applied in four Year 9 classes of a private school in Sdo Paulo. The whole itinerary was
completed in a week, during which each class had four lessons. Each group was composed of 20
students by the age of 14. By means of an expository class in dialogue fashion, students got in touch
with the historical context in which the Pythagoreans existed. In the following activity, an
investigation process analogous to the original Pythagorean thought was applied by letting the students
solve figurate number problems through the use of colored chips. Conclusions were discussed with the
whole class and newly learned content was formalized and historically contextualized. In order to
make it easier to grasp historical situations and new figurate contents, animations previously
developed by the teachers were used. The articulation of different resources seemingly favored the
motivational aspect of learning as well as the formation of concepts and procedures regarding the
Pythagorean Theorem. Positive results were evidenced both by group interactions as well as by written
solutions.
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Introducéo

A constatacdo do frequente desinteresse de muitos alunos pela Matematica nos
motivou a elaborar uma proposta didatica direcionada a alunos do nono ano do Ensino
Fundamental para introduzir o Teorema de Pitagoras, objetivando a aprendizagem de
conceitos e o desenvolvimento de atitudes favoraveis a disciplina. Entre varias opcoes
metodologicas e de recursos didaticos, selecionamos a Historia da Matematica, a Resolucao
de Problemas, a utilizacdo de materiais manipulaveis e tecnologias digitais; fez-se ainda uso
constante da exposicao dialogada para apresentar e discutir os contetidos na sala de aula.

Estudos de autores como Miguel (1997) e Saito (2012) mostram que o uso da Histdria
da Matematica pode ajudar a desmistificar a visdo estatica e perene que permeia esta ciéncia.
Segundo Bazzo (2003), o cidaddo tende a ver as ciéncias como empreendimentos metodicos
capazes de alcancar verdades inquestionaveis alheias & compreensdo da pessoa comum?, o que
€ uma visao atualmente contestada por académicos do ambito filosofico.

Tal discusséo tem origem nos empreendimentos de grandes fildsofos da ciéncia como
Francis Bacon (1561-1626) ou John Stuart Mill (1806-1873). Conforme narra Bazzo (2003),
antes deles, a tendéncia académica era manter uma univoca reveréncia aos escritos antigos
como fonte Gltima de conhecimento. Seus empreendimentos ocasionaram a adocdo de uma
nova maxima: a observacao da Natureza deveria ser a origem suprema do conhecimento. No
entanto, pensadores de séculos seguintes como Karl Popper (1902-1994) e Thomas Kuhn
(1922-1996) perceberam que entre 0 homem e o conhecimento havia muito mais fatores
interpostos: sejam nossos conhecimentos prévios, inclinagBes, expectativas ou relagdes
sociais, de maneira que nossa percepc¢do de ciéncia transcende a observacao do nosso entorno.

Kuhn (1962) analisa a tradi¢do dos livros didaticos, que costumam trazer a ciéncia
como algo acabado. Esta tendéncia parece criar uma ciséo entre Historia e Ciéncia, reiterando
a visdo baconiana de que € apenas o0 contato direto com a natureza que gera o saber cientifico,
sem qualquer influéncia ou conexdo com a sociedade. Se submetidos a um ensino nessa
perspectiva, os estudantes podem entender as disciplinas como dissociadas, sendo levados a
trabalhar dentro dos limites de cada uma e a ndo refletir sobre a complexidade das interagdes
humanas no processo de desenvolvimento das ciéncias.

Sobre as concepgdes de educacao cientifica, o filosofo Feyerabend considera que:

3 Uma pesquisa de 2019 da Centro de Gestdo e Estudos Estratégicos (CGEE) - organizacdo social supervisionada
pelo Ministério da Ciéncia, Tecnologia e InovagBes — revela como esta percepcdo publica de Ciéncia e
Tecnologia se mantém.
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A educacdo cientifica tal como hoje a conhecemos [...] simplifica a ‘ciéncia’
pela simplificacdo de seus participantes: primeiro, define-se um campo de
pesquisa. Esse campo é separado do restante da histdria (a fisica, por
exemplo, é separada da metafisica e da teologia) e recebe uma 'logica’
prépria. Um treinamento completo em tal 'légica’ condiciona entdo aqueles
que trabalham neste campo; torna suas a¢Ges mais uniformes e também
congela grandes porgBes do processo histérico. Fatos 'estaveis' surgem e
mantém-se a despeito das vicissitudes da historia. [...] Isso reflete na
natureza dos ‘fatos' cientificos, experiéncia dos como independentes de
opinido, crenca e formagéo cultural (FEYERABEND, 1975, p.33-34).

Contrapondo-se a concepcao descrita acima, consideramos que se deva apresentar aos
alunos uma Ciéncia integrada a Histéria e sujeita a forcas sociais: distanciando-se das
tradicionais menc@es histdricas em simples “notas de rodapé”, a Historia e a Matematica séo
mostradas de modo a se compreender a dependéncia entre elas e como sdo inseparaveis
enquanto constructos humanos.

Miguel (1997) coloca a Histdria da Matematica como um instrumento de promogao do
pensamento independente e critico, j& que apresenta as caracteristicas dialéticas e sociais do
desenvolvimento do pensamento matematico. Além disso, sua aplicacdo como recurso
didatico promoveria atitudes e valores nos discentes, ja que mostraria o esfor¢co empregado ao
longo do tempo para superar problemas e estruturar o pensamento cientifico. Através de
trabalhos como o de Roque (2012), notamos como no decorrer da Histdria da Matematica
foram os problemas e investigacdes diversas que primeiramente levaram pessoas ao
desenvolvimento de novas técnicas e raciocinios.

A resolucdo de problemas surge, desta forma, como uma possibilidade metodoldgica
capaz de remontar a prépria Historia. No Brasil, sabe-se que desde os Parametros Curriculares
Nacionais — PCN (BRASIL, 1998), os objetivos da Matematica no Ensino Basico incluem o
desenvolvimento de habilidades de resolucdo de problemas, em que se incentivam a
engenhosidade e o espirito critico, além da comunicacdo em linguagens oral, escrita e gréfica,
munida de um transitar através de diversas representacdes. Segundo o documento, idealmente
0s problemas deveriam ser um eixo organizador do ensino: elabora-se o contetdo a partir
deles em vez de tomé&-los como uma aplicacdo dos conceitos e procedimentos antes
aprendidos. Similarmente, a Base Nacional Comum Curricular — BNCC (BRASIL, 2018)

aponta:

Os processos matematicos de resolucdo de problemas, de investigacdo, de
desenvolvimento de projetos e da modelagem podem ser citados como
formas privilegiadas da atividade matematica, motivo pelo qual sdo, ao
mesmo tempo, objeto e estratégia para a aprendizagem ao longo de todo o
Ensino Fundamental (BRASIL, 2018, p.246).
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A metodologia resolucdo de problemas é de relevancia mundial. George Polya (1945)
¢ considerado o primeiro a trazer o mérito da resolucdo de problemas como método didatico,
reavendo a antiga heuristica. Echeverria e Pozo (1998) diferenciam problemas de exercicios,
ja que os primeiros exigem um processamento cognitivo que inclui interpretacdo e tomadas de
decisdo, enquanto os segundos ndo passariam de aplicagOes rotineiras de procedimentos
aprendidos por repeticdo. Isto €, indo além de automatizar técnicas ou aprender por meio das
técnicas empregadas, um problema leva o aluno a refletir de modo a tomar decisdes sobre 0s
passos a serem realizados, critérios especificados, condi¢des a serem atendidas e quanto a
subjetividade inerente a cada situacéo encontrada.

Como um procedimento heuristico, almejamos também exercitar o reconhecimento de
padrdes. Devlin (1994) considera a potencialidade de atividades que envolvem o
reconhecimento de padrdes para a formacdo de conceitos e desenvolvimento de competéncias.
A importancia desta percepcao para a maioria das atividades humanas € mencionada também
por Popper (1963), ao argumentar sobre como a observacao de regularidade esta relacionada
com teorias acerca de fendmenos; e por Mlodinow (2008) ao evidenciar como a procura por
padrdes faz parte da natureza humana, que procura sempre estabelecer ordem em meio ao
caos.

Para auxiliar no desvendar dos padrbes pertinentes aos problemas desta proposta,
utilizou-se da representacdo visual concomitantemente com a algébrica. A visualidade
ostenta, conforme Roque (2012), um grande peso no pensamento matematico antigo, mas €
também notdvel seu uso pedagdgico. Materiais manipulaveis, de acordo com Lorenzato
(2006), embora sejam normalmente utilizados nos anos iniciais, possuem um apelo que
transcende a idade. Segundo o autor, o aspecto ludico serve para auxiliar no desenvolvimento
social e de comunicacdo, melhorando o ambiente de estudo e incentivando o interesse do
estudante.

Um outro recurso visual inestimavel é oferecido pelas tecnologias digitais. Conforme
afirma Sanderson (2020), animagdes — como as utilizadas nesta proposta — podem se mostrar
grande utilidade no meio computacional para expressar conceitos que ndo séo tdo visiveis
através de imagens estaticas. Baseando-se em sua utilidade e no interesse expressivo dos
alunos por tecnologia, orientamos nossas exposi¢cbes sempre por imagens ou animacoes,
almejando evitar, enquanto possivel, representacfes demasiadamente textuais, algébricas ou
aritméticas.

Para além do aspecto procedimental, Onuchic e Allevato (2011) destacam que a
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metodologia resolug¢do de problemas pode desenvolver “a crenga de que os alunos sdo capazes
de fazer matemética e de que a Matematica faz sentido; a confianga e a autoestima dos
estudantes aumentam” (p. 82). As autoras afirmam que, apesar de néo existir forma fixa para
se trabalhar com resolucdo de problemas, existem etapas sugeridas como: a entrega da
atividade a grupos; o registro dos resultados e a discussdo em plenaria; analise e formalizag&o.
A presente proposta didatica foi elaborada levando tais concepc¢des em conta: constitui-se em
torno de problemas de reconhecimento de padrdes, sendo que os grupos de alunos sao guiados
a alcancar, conforme solucionam os problemas, uma compreensdo sobre o fenémeno
matematico estudado, posteriormente o elucidando e formalizando em plenéria com o restante
da turma.

Enquanto estes argumentos justificam a escolha da resolucdo de problemas como eixo
organizador do aprendizado, ndo excluimos a apropriacdo pratica dos procedimentos. Coll e
Valls (1998) reunem diferentes definicbes do que seria um procedimento, diferenciando
aqueles de natureza algoritmica, possuidores de passos fixos para se chegar a um resultado;
dos heuristicos, que somente indicam o caminho a ser tomado sem especificar acdes. Os PCN
propbem que o0 ensino de conteudos procedimentais seja deste carater heuristico. Os
problemas e procedimentos desta proposta se encaixam nesta natureza, uma vez que 0S
questionamentos apresentados aos discentes exigiram formulacdo de estratégias,
interpretagdes e reflexdes.

Coll e Valls (1998) também argumentam que procedimentos sdo efetivamente
aprendidos por reconstrucdo da pratica na forma do resultado de uma reflexdo sobre o que
fazer e como fazer, manifestado na capacidade de interpretar, representar e resolver
problemas. Segundo Baddeley (1999), ainda, pode-se adquirir tal destreza no manejo de
procedimentos que se diz que foram automatizados: a memorizacdo permite que se alcance
resultados antes cognitivamente custosos sem o emprego de demasiados recursos de atencao.
Com o objetivo de incentivar a aprendizagem significativa de procedimentos, além dos
problemas, propomos posteriormente exercicios versando sobre os conteddos e procedimentos
aprendidos.

Avrticulando as ideias anteriores acerca da participacdo discente, procuramos valorizar
durante todo o processo suas opinides e colocacdes como construtivas para a discussao
empreendida. Assim, informagdes ndo foram meramente apresentadas, mas sempre
discutidas: trata-se da estratégia de aula da “exposicdo dialogada”. Tal alcunha se refere a

guebra do papel passivo que é costumeiramente relegado aos estudantes, tantas vezes
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contrapostos a um suposto detentor de conhecimento absoluto, o docente. Nas palavras de

Anastasiou e Alves:

A proposta didatica

A aula expositiva dialogada é uma estratégia que vem sendo proposta para
superar a tradicional palestra docente. H& grandes diferencas entre elas,
sendo que a principal é a participacdo do estudante, que tera suas
observacBes consideradas, analisadas, respeitadas, independentemente da
procedéncia e da pertinéncia das mesmas, em relacdo ao assunto tratado. O

clima de cordialidade, parceria,
(ANASTASIOU; ALVES, 2009, p. 86).

respeito e

troca sdo essenciais

O projeto constituiu de uma sequéncia de atividades aplicadas em quatro turmas do

nono ano do Ensino Fundamental de uma escola particular de Sdo Paulo, durante quatro aulas

ministradas ao longo de uma semana, conforme mostra o Quadro 1. Cada turma continha em

torno de 20 alunos com aproximadamente 14 anos.

Quadro 1: Planejamento das Aulas

Atividades Objetivo Metodologia e Recursos
1.Introducdo: Historia da Fornecer uma contextualizacdo histérica da Exposicio dialogada e
Matematica — 0s Matematica  Grega, compreendendo  suas POsIg g

Pitagoricos

peculiaridades metodolégicas e inser¢do cultural

animacdes digitais

2. Numeros quadrados e
suas propriedades

Levar os alunos a construirem um pensamento
figurado analogo ao dos pitagoricos enguanto
estudam os ndmeros quadrados

3. Trincas Pitagoricas

Através de perguntas orientadoras, investigar o
porqué da juncédo de alguns quadrados resultarem
em outro quadrado

4. Exercicios de Trincas
Pitagoricas

Aplicar o que se aprendeu sobre trincas
pitagéricas resolvendo exercicios sobre o tema

Uso de fichas de diferentes
cores como material
manipuldvel; exposicao
dialogada e animagdes digitais

5.Fechamento: Teorema de
Pitagoras

Descrever a versdo geométrica do teorema e
como esta se relaciona com as trincas pitagdricas
dentro do contexto da Matemética Antiga

Exposicéo dialogada e
animacdes digitais

Apresentamos a seguir um resumo das atividades aplicadas.

Fonte: elaboracdo dos autores.

1. Introducdo: Histdria da Matemaética — os Pitagoricos

Para atrair a aten¢do dos alunos foram utilizados slides contendo imagens e animag0es

conforme mostra a Figura 1.
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Figura 1: Exemplos de telas do inicio dos slides.*
(©)

Fonte: Elaborado pelos autores.

Um dos itens tratados na Historia da Matematica foi referente a sistemas de numeragao
e sua relagdo com a escrita. A BNCC orienta que o aluno reconhega 0 nosso sistema como o
que prevaleceu no mundo ocidental e que saiba destacar semelhancas e diferengas com outros
sistemas construidos por outras civilizacbes, de modo a sistematizar suas principais
caracteristicas (base, valor posicional e funcdo do zero). Nessa perspectiva, jA que as
atividades foram aplicadas em uma turma do nono ano — e considerando que o assunto ja fora
tratado em anos anteriores — fizemos uma breve revisdo sobre o tema, na forma de uma
exposicdo dialogada em conjunto com a apresentacao de slides com animacao.

A Figura 1(a) € um slide contendo um mapa interativo de civilizacGes pioneiras em
sistemas de escrita e numeracéo, inicialmente apresentado em branco. Questionando os alunos
acerca do que se lembravam e oferecendo dicas quando necessario, completamos juntos seu
conteddo. A cada clique sobre partes selecionadas do mapa se revelavam informacdes
especificas sobre as civilizacGes antigas daquela regido, sendo que esta simples interatividade
ja acarretou animacédo na turma, dado o entusiasmo que demonstram por tecnologias digitais.

Como continuidade, algumas questdes foram colocadas aos alunos: Por que motivo
surgiu a escrita? A numeracdo veio antes ou depois dela? Qual a diferenca entre os diversos
sistemas de escrita e numeragdo? Tais perguntas nos permitiram reforgar conceitos
matematicos junto de fatos historicos, além de reiterar informagfes acerca de pesquisas
recentes.

Tomando por base os estudos de Raven (2020), foram discutidas algumas
informacgdes: que a escrita teria surgido por motivos distintos em cada lugar do mundo; que a
escrita da Mesopotamia foi precedida pela contagem — esta era feita utilizando tokens e
posteriormente marcas em argila, culminando na escrita cuneiforme; que os Incas sdo

responsaveis por um sistema de escrita e contagem nico no mundo (0s nos quipu feitos em

4 A apresentacdo se encontra em dominio plblico e pode ser acessada pelo link que consta em Anexo.
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cordas amarradas) etc.

Nessa apresentacdo, foram abordadas culturas que herdaram sistemas de escrita em
vez de cria-los; assim, focamos a civilizacdo grega, que introduziria a vida do matematico
Pitagoras. Em lugar de trazer uma biografia fixa como é costume em livros didaticos, houve a
preocupacdo em expor a Historia em suas nuances historiogréficas, incentivando o exercicio
de um raciocinio critico acerca da disciplina. Servimo-nos, por exemplo, de uma citacdo de A
Vida Pitagorica de Jamblico (245 — 325 EC):

Ap0ls sua visita ao Egito, Pitdgoras estava ansioso para implementar os
métodos de ensino que presenciara, mas 0 povo de Samos ndo lhe dava
ouvidos. Decidido para que seus saberes ndo morressem junto de seu corpo,
escolheu um jovem pobre de 6timo desempenho atlético para ensinar. Fez
uma promessa a ele que o pagaria um dinheiro para cada proposicdo
aritmética ou geométrica que aprendesse. Isso continuou até que o garoto
criasse interesse pela Matematica, quando Pitdgoras supbs que ele
continuaria mesmo sem o pagamento. Foi entdo que o proprio sabio lhe
contou que era pobre, e que ndo teria sempre tempo para ensinar. O jovem,
em vez de desistir de aprender, se voluntariou para pagar Pitagoras por cada
uma de suas proposi¢des (HEATH, 1921, p.31, em tradug&o livre).

Levantamos indagacGes como: Seria um relato como este verdadeiro? Sabendo-se que
este texto foi escrito meio milénio apos a vida de Pitagoras, isto influencia sua credibilidade?
Se julgamos que seja falso, qual mensagem sera que o autor tentava passar com a anedota?

Ao levantar essas questdes, pretendeu-se fazer uma analise do discurso de modo a
alcancar as entrelinhas, refletindo de maneira interpretativa. Uma apreciacdo possivel seria
gue, mesmo com alguma resisténcia da populacdo em relacdo ao conhecimento estrangeiro
sistematizado, os saberes matematicos por fim adentraram a Grécia advindos do exterior,
dando vazdo aos estudos que la floresceram. Nota-se o papel que passou a ter a Matematica
transformada em ensino institucionalizado, grande feito da histéria da educacdo
tradicionalmente atribuido a Pitagoras.

N&o obstante, conforme Roque (2012), entre tantas anedotas, hoje ndo se pode nem
sequer afirmar que Pitagoras tenha de fato existido: o Unico consenso dos relatos se limita, na

verdade, a existéncia do grupo chamado Pitagoricos.
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Figura 2: (a) Pitagoras Defendendo o Vegetarianismo (1630) do pintor barroco Peter Paul Rubens,
(b) Os Pitagoricos Celebram o Alvorecer (1869) do realista Fyodor Bronnikov; (c) ilustracdo do livro
Theorica musicae (1492) do musico Franchinus Gaffurius

©

(®)

Fonte: Dominio publico.

Como ilustrado na figura anterior e vislumbrado pelos discentes nos slides, para bem
além da Matematica, tal seita mantinha uma religido e filosofia com peculiaridades distintas
da grega. Por exemplo, Zhmud (2012) mostra como o escrito mais antigo acerca da doutrina
pitagdrica expressa sua crenca na metempsicose, ideia que influenciou religides posteriores.
Conforme Riedweg (2008), o vegetarianismo também é uma pratica atribuida aos pitagéricos,
destoante do meio grego em que, segundo Lefévre (2013), a carne era considerada uma
iguaria.

Através da discussdo destes e de outros aspectos da doutrina, procurou-se revelar aos
alunos seu carater humano, em vez de simplesmente resumi-los a “grandes contribui¢es para
0 corpus da Matematica”, como se os abstraissemos do contexto historico em que existiram.

A musica e a cosmologia, em consonancia com Heath (1921), acompanham
conhecimentos matematicos estudados pela doutrina. Notando a presenca dos ndimeros na
harmonia musical e nos céus, sua ideia filosofica central teria emergido como enunciada pelo
pitagérico Filolau: “Tudo o que se pode conhecer tem nimero; tal que ndo € possivel que sem
nimeros qualquer coisa possa ser concebida ou conhecida”. Notadamente, a maneira
caracteristica do estudo da aritmética era lidar com nameros figurados, como os ilustrados

pela Figura 3.
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Figura 3: Exemplos de nimeros figurados: arranjos com objetos formando figuras.
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Fonte: Elaborado pelos autores.

Para introduzir o tema, aproveitamos conceitos pontuais explorados pelos pitagoricos
para efetuar uma revisdo de alguns conteudos matematicos dos anos anteriores. Conforme
Heath (1921), “numeros alongados” é o nome geral para os retangulos figurados, que
consistem de colecfes de pontos alinhados formando um retangulo. Empregando animacgoes
em slides, mostramos uma carreira de 12 pedrinhas se tornando quatro ndmeros alongados
diferentes. Perguntamos a classe: “neste caso, qual o conceito retratado?”. Condizente com a
maturidade matemaética esperada do nono ano, as salas responderam de imediato se tratar de
divisibilidade.

Ao enunciar que “numeros linha” seria ainda o nome dado aquelas fileiras de
pedrinhas que ndo podem formar retangulos, também rapidamente completaram que esta ideia
visual correspondia ao nosso conceito de “niimero primo”. A teogonia pitagoérica vai adiante e
coloca o nUmero Um como distinto dos demais, sendo o Gnico que é capaz de gerar todos 0s
outros. Discutindo e interpretando tal lenda, os estudantes depreenderam ser uma metéfora
para a forma como todos os nimeros (naturais) sdo divisiveis por um.

A presenca de padrdes no pensamento pitagérico foi apresentada ao mostrarmos na
projecdo seis termos da sequéncia dos numeros triangulares (Figura 4) para encadear as
questBes: “como sdo construidos? Qual € o padrdo que rege a sequéncia?”. Para as salas que
apresentaram mais dificuldade, mostramos uma animacao do tridngulo se formando de cima
para baixo, adicionando cada carreira. Ficava expresso, assim, como nimeros triangulares sao
construidos pela sequéncia dos numeros naturais: o padrdo de construcdo € a simples adigédo

sucessiva do nimero natural seguinte.
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Figura 4: Alguns triangulos figurados, destacando o Tetraktis. Abaixo, uma interpretacéo da figura.
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Fonte: Elaborado pelos autores.

Acrescemos a explicacdo acerca da importancia do triangulo de 10 pontos, alcunhado
Tetraktis, dentro da filosofia pitagorica. De acordo com Roque (2012) e Heath (1921), tal
figura funcionava como um simbolo da escola pitagérica, também conhecido como o
“principio do bem-estar”. Os nimeros 1, 2, 3 ¢ 4 que o formam aparecem, por exemplo, nas
proporcbes harmonicas estudadas pela doutrina. Sua soma ainda resulta em 10, o dito
“numero perfeito”. Roque (2012) relata que, historicamente, Aristoteles reinterpreta o
Tetraktis adicionando uma outra nogéo: a de que 1, 2, 3 e 4 representam o0 ponto, a linha o
plano e o sélido.

Intencionando agucar a curiosidade dos alunos, ousamos colocar um problema que
tradicionalmente seria pertinente somente ao Ensino Médio: “Dado um triangulo de, por
exemplo, 100 de lado, como calcular rapidamente seu nimero de pedrinhas?”. A intencdo ndo
era responder a pergunta, e sim somente incentivar o raciocinio abstrato. Contudo, em uma
turma do nono ano uma aluna resolveu o problema a moda pitagérica — isto é, notou que dois
nameros triangulares repetidos “encaixam” e formam um retingulo. O total do retdngulo
pode-se calcular fazendo a base vezes a altura: logo, para encontrar as pedrinhas do triangulo,
bastaria cortar o retangulo ao meio, ou seja, dividi-lo por dois.

Mesmo sendo o “teorema de Pitagoras” conhecido como um resultado geométrico,
Roque (2012) argumenta que ele teria se originado aritmeticamente. Em seu cerne se encontra
o familiar conceito de nimero quadrado, estudado pelos alunos desde o sexto ano como
“nimeros quadrados perfeitos”. Relembramos os alunos desta definicdo mostrando figuras de
naimeros quadrados, que na préxima aula seriam explorados para desenvolver o teorema.

Sem deixar de lado o nosso préprio cotidiano, concluimos a exposi¢do dialogada
inicial citando e mostrando imagens de numeros figurados no nosso dia-a-dia. Na propria sala
de aula podiamos avistar alguns: a disposicéo das carteiras, os ladrilhos do chdo ou as portas
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dos armarios. Explicamos que existem tanto no mundo microscopico, onde atomos se
organizam em figuras para formar moléculas, quanto na constituicdo do pensamento
econdmico ao se organizar produtos em caixas para venda. Um pequeno exercicio fechou esta
secdo: pedimos aos alunos que tentassem descobrir uma maneira célere de contar os furos de

um alto-falante sem, no entanto, contar um a um (Figura 5). Assim encerrou-se a primeira

aula de 45 minutos.

Figura 5: Uma possivel resolucdo do problema, em que se separam seis Tetraktis e mais um ponto.

Fonte: Elaborado pelos autores.

2. Numeros quadrados e suas propriedades

A segunda aula foi aberta deixando que os alunos formassem grupos de 4 ou 5,
afastando as carteiras para que trabalhassem no chdo. Para a Atividade 1, distribuimos 60
fichas para cada grupo. Orientamos que montassem a sequéncia dos cinco primeiros nUmeros
guadrados e que, usando as fichas para raciocinar, respondessem as questdes: a) Quanto

aumenta de um quadrado para o outro? b) Qual, entdo, é o0 padrdo que rege 0 aumento entre 0s

nameros quadrados? ¢) Quantas fichas a mais terd o sexto quadrado em relacdo ao quinto? d)

Quantas a mais terad o 17° numero quadrado em relacdo ao 16°?

A intencdo era que, seguindo 0s passos propostos para esta investigacao, descobrissem
gue o aumento de um quadrado para o outro é sempre um namero impar. Assim, o padrdo do
aumento pode ser descrito como a sequéncia dos nimeros impares, e tal fato guia a descoberta
de quantas unidades aumenta entre qualquer quadrado e seu sucessor.

Todos os grupos concluiram a atividade entre 10 e 15 minutos sem muitas
dificuldades. O passo seguinte foi discutir em plenéaria suas descobertas, resumindo junto das
animacdes de slides construidas para este fim. A seguir, foi feito a ligagdo entre o que o0s
alunos tinham acabado de descobrir com algumas ideias matematicas importantes na Histdria.

Sobre as peculiaridades da doutrina Pitagorica, o filésofo da ciéncia Popper enunciou:
516

Revista Paranaense de Educacio Matematica, Campo Mourdo, PR, Brasil,
v.11, n.24, p.505-526, jan.-abr. 2022.



{ revista
‘W PARANAENSE
. DE EDUQACAO
ANOS MATEMATICA

Por muito fantastica que esta ideia fosse, revelou-se fecunda em muitos
aspetos. Uma de suas aplicacdes mais bem-sucedidas foi a aplicacdo a
figuras geométricas simples como quadrados, tridngulos retangulares e
isosceles, e também a determinados solidos simples como as pirdmides. O
estudo de alguns problemas geométricos baseava-se no chamado gndémon
(POPPER, 1963, p.150).

“Gndmon” é uma palavra em grego antigo que significa “aquele que sabe” — tratava-se
de um aparato astronémico como um esquadro utilizado para indicar uma posi¢do ou medida.
Um de seus usos populares foi nos relégios de sol, como representado na Figura 6(c). Em
analogia com seu angulo reto, cada se¢do em L acrescida a um quadrado figurado recebeu

também o nome de gnémon.

Figura 6: Construces figuradas de um nimero quadrado e analogia com o dispositivo gnémon.
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Fonte: Diagrama figurado elaborado pelos autores. Foto em dominio publico por Alexandre
Mirgorodski. Disponivel em https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Sundial_Taganrog.jpg

A parte (a) da Figura 6 foi animada de forma que os alunos pudessem ver 0s gnémons
completando um novo quadrado, confirmando suas respostas as questdes propostas. Em (b),
estd representado visualmente o carater impar de todo gnémon: eles sdo formados por dois

“bracos” iguais (em preto) e mais uma ficha na “dobradiga” (em branco).

3.Trincas Pitagoricas

A Atividade 2 adentrou, finalmente, a questdo principal do teorema: qual o critério
para que dois quadrados figurados, quando somados, formem um novo quadrado? Ilustramos
com a famosa trinca (3,4,5): 0 quadrado de lado 3 é capaz encaixar no de 4 e formar o de 5.

A segunda atividade com as fichas foi resolver as seguintes questdes: a) Monte a trinca

(3,4,5) utilizando duas cores diferentes. b) O gque um quadrado precisa Ser para que possa se
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tornar um gnémon? ¢) Encontre 0 menor ndmero depois de 3 cujo quadrado pode se tornar

um gnémon. d) Monte apenas o quadrado maior desta nova trinca. Escreva qual a trinca.

Figura 7: Fotos dos resultados das Atividades 1 e 2.

Fonte: Atividade feita em sala de aula.

Conforme ilustrado na Figura 7, oferecemos 170 fichas a cada grupo para a realizagao
da atividade, sendo no minimo 25 de uma cor e o restante de outra. Através das perguntas
investigativas, os alunos deveriam concluir que um quadrado sé pode ser adicionado a outro
desta maneira caso ele possa se tornar um gndmon. Em outras palavras, o quadrado deve
necessariamente ser impar — o que implica que a trinca seguinte € a (5,12,13).

Segundo Roque (2012) e Heath (1921), o proprio Pitagoras seria o inventor desta
“formula” para construir trincas, que comeg¢a sempre com um numero impar. Explicamos em
plenaria tal hipoGtese histérica em conjunto com a discussdo do resultado obtido: o numero
52 = 25 pode ser transformado em um gnémon de braco 12, dentro do qual acomoda-se o
quadrado 122. A unido de ambos resulta no quadrado maior 132 = 169, como esbocado na
secdo direita da Figura 8. Enfatizamos o fato de esta trinca e a (3,4,5) serem as que mais
aparecem em exercicios de vestibulares, de forma que se lembrar delas pode se mostrar

extremamente Util na resolugdo de exercicios.
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Figura 8: O gndmon simples de 25 fichas (& direita) formando dois bracos de 12, e a divisibilidade
por 4 de um gnémon duplo (a esquerda).
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Fonte: Elaboracdo dos autores.

4. Exercicios de Trincas Pitagoricas

A terceira e Ultima atividade das aulas com material manipulavel consistia de questfes

tedricas, para a resolucdo das quais os alunos ainda teriam as fichas a disposicao. Foram elas:

a) Encontre uma trinca pitagérica gue possui 0 ndmero 7. b) Sabemos que uma trinca
pitagorica tem a forma (X,40,Y). Encontre valores para X e Y. c¢) Encontre uma trinca

pitagorica que possui 0 nimero 19. d) Desafio: existe a trinca 8,15,17. Explique com imagens

ou palavras como pode funcionar uma trinca em que os dois Ultimos ndmeros ndo sdo
consecutivos.

A partir das atividades anteriores os alunos foram rapidos em observar que 0s nimeros
finais da trinca, conforme a formula de Pitagoras, deveriam ser consecutivos. Munidos deste
conhecimento, ndo foi dificil resolver os primeiros trés exercicios. Para o ultimo foi, contudo,
necessario mais tempo de reflexdo. A intencdo era que chegassem a formula atribuida a
Platdo, que comega com um numero par que se transforma em um “gnémon duplo” (vide o
lado esquerdo da Figura 8), fazendo assim com que o intervalo entre os dois nimeros finais da
trinca seja 2, e ndo 1. Para tanto, precisariam notar que a soma de dois gnémons, um gnémon
duplo, é sempre divisivel por quatro. Como o quadrado de um ndmero par é também sempre
divisivel por quatro, todo nimero quadrado par podera se tornar um gnémon duplo. Desta
forma, conclui-se que é possivel igualmente construir trincas comegando com nimeros pares.

Os materiais produzidos pelos grupos de alunos como solucgdes as trés atividades

foram recolhidos para posterior analise. Dado que as atividades foram supervisionadas pelos
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professores e encerradas em plenaria, todos os grupos alcancaram, trilhando seus proprios
caminhos, as respostas corretas. Restou para analise a expressdo textual dos alunos, que
variou desde respostas inteiramente em prosa até inteiramente em imagens, ambas sendo
aceitas como formas vélidas de registro. Em duas salas, notavelmente, houve grupos que

expressaram parte de suas respostas em notacao algébrica — demonstrando os diferentes graus

de familiaridade com a linguagem matematica presentes entre os alunos.

5. Fechamento: Teorema de Pitagoras

Na aula restante adentramos por fim o terreno geométrico. Ndo obstante, sem nos
desvencilhar da Historia, retomamos o tom de exposicdo dialogada da primeira aula.

Perguntamos: “qual seria a importancia da geometria para as sociedades antigas?”.

Figura 9: Fragmentos de mapas mesopotamicos, piramides egipcias e medigdo de terreno com corda.

i i

Fonte: Mapas sob licenga educacional: https://www.penn.museum/collections/objects/about.php;
Imagens egipcias em dominio publico.

Os alunos demoraram para descobrir o que estariam fazendo os egipcios da pintura
superior da Figura 9. Apoiados nas afirmacfes de Roque (2012), relembramos a figura de
Herddoto, o primeiro historiador ocidental. Segundo seu relato, a agrimensura teria dado
origem a geometria, palavra que se refere a medida de terra. Para tanto, uma pratica comum
seria esticar cordas sobre o terreno. Continuamos: “qual a utilidade de se medir terrenos? Para
que se construiam mapas?”’.

A presenca da Matematica foi evidenciada ao se expressar como, até hoje, medir
terreno se mostra essencial para a cobranca de impostos. Também se pode estimar o quanto de

colheita esperar de dada area, planejar construgdes e controlar gado. Mapas ainda, como os da
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Figura 9, expressavam desde pequenas construcdes até grandes cidades ou vastos territorios.
Tudo isto permitia & administragdo do reinado que controlasse mais eficientemente o terreno
sob seu poder, permitindo o melhor planejamento de construcdes ou defesa contra invasores.

A imagem de Plimpton 322, um dos mais famosos tabletes mesopotamicos, encadeou
a discussdo a seguir. O que estaria registrado, e por qual motivo? Explicamos que além de
razdes administrativas, grande parte dos tabletes tinham a funcdo educativa de formar novos
administradores. Para tanto, contavam com uma grande variedade de exercicios e calculos
matematicos. Este tablete, em especifico, € analisado por alguns (apesar de disputado por
Roque) como contendo trincas pitagéricas — o que é um entre muitos exemplos de uso do
Teorema de Pitagoras antes dos pitagéricos. Isto mostra um fato comum na ciéncia: nomes de
empreendimentos muitas vezes levam o nome de quem os popularizou, ndo do real inventor.
Mostramos a seguir como diversas formas geométricas eram estudadas nos tabletes, o que néo
excluia as circulares. No Egito, igualmente, haviam maneiras de se calcular areas de todo tipo
de figuras planas, como demonstrado pelo papiro de Rhind.

O ultimo pensador discutido foi Euclides. Posterior a Pitagoras, viveu uma vida sobre
a qual quase nada se sabe, exceto por ter nos legado sua obra imortal, os Elementos. As raizes
de sua influéncia se espalharam por toda a histéria do pensamento matematico, acarretando
traducdes para as mais diversas linguas e inspirando incontaveis estudiosos.

Tal livro se diferenciou pelo encadeamento l6gico que guiava sua apresentacao,
iniciando com axiomas e desenvolvendo, a partir destes, proposi¢cdes. Para tornar a ideia
menos abstrata aos alunos, elucidamos metaforicamente: em uma torre, o tijolo mais do topo
deve estar apoiado em outro tijolo, e cada um deles esta em outro abaixo. Isto evidentemente
ndo poderia continuar para sempre, sendo a torre ndo teria fim. E eminente que um deles
precisa se apoiar no chdo, que é base para tudo.

Se dizemos que algo é verdade baseado em outro argumento, e este outro se baseia em
mais outro, algum deve se basear em um argumento original que gera todos os demais. Caso
contrario, cairiamos no conceito logico-filosofico da regressao infinita. Por isso, Euclides
inicia seu livro com axiomas (palavra grega antiga que significa “requisito”, “valioso”).

99, ¢

Exemplos sdo “linha é comprimento sem largura”; “a extremidade de uma linha sdo pontos”;
“superficie ¢ aquilo que s6 tem comprimento e largura” — todos expressam conceitos
evidentes, que a maioria tem como ébvio.

Roque (2012) descreve os Elementos como tendo uma funcdo majoritariamente

didatica. A intencdo de seu autor seria mostrar tudo o que a Matematica grega bésica era
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capaz, por isto Euclides se limitou a usar apenas régua e compasso para todas as construcdes,
ainda que métodos mais complexos estivessem disponiveis. Mencionamos brevemente que
esta € uma visdo fruto de pesquisa recente: por muito tempo existiu a crenca de que
permaneceu uma “proibicdo” de outros métodos por parte de Platdo. Este seria mais um
exemplo de como a Historia € viva, sempre sujeita a reinterpretacées.

O livro também ¢ dividido em uma secdo geométrica e aritmética, encetando pela
primeira. Trata-se de uma geometria que ndo contém nameros, tudo é resolvido pelas proprias
figuras. Os alunos tiveram dificuldades em imaginar como isto era possivel. Oferecemos um
exemplo: a Proposicgdo 1-45 pede “construir no angulo retilineo dado um paralelogramo igual
a figura retilinea dada”, com a figura dada sendo um pentdgono. Ou seja, medir uma area
equivalia a ser capaz de construir uma figura simples (como um paralelogramo ou quadrado)
gue tivesse a mesma area. Outro tipo de problema comum é o apresentado na Proposicao VI-
29, em que se deve construir uma figura simples que tenha a soma da &area de outras duas.
Este tipo de necessidade fundamenta o Teorema de Pit&goras.

O teorema é tdo importante que toda a sequéncia logica do primeiro livro dos
Elementos culmina em sua demonstracdo, atribuindo a prova a figura mitica de Pitagoras.
Entre as mais de 200 formas conhecidas de mostrar o teorema, escolhnemos para mostrar aos
alunos uma que pareceu melhor se adequar a abordagem escolhida.

Figura 10: Uma demonstracdo do Teorema de Pitagoras.

I
b |

Fonte: Elaborado pelos autores.

Contando com uma detalhada animagéo, mostramos como o0s dois quadrados do inicio
da Figura 10 poderiam ser somados juntando os vértices. O resultado é um quadrado maior
gue contém ambos e dois retangulos iguais. Se dividirmos ambos os retangulos em quatro
triangulos, podemos por fim reorganiza-los para formar um quadrado na diagonal. Este
quadrado (em preto na Figura 10) sera a soma dos quadrados anteriormente em azul e laranja,
pois € 0 mesmo espaco que falta em relagdo aos tridangulos. Como a animagdo mostrava as
pecas da figura se movimentando para formar a seguinte, acarretou bastante elogios dos
estudantes, interessados pelos bastidores de sua confeccao.

A partir disso, destacamos os tridngulos que foram recortados. Eles possuem um lado
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em cada quadrado: dois nos que sdo somados e um na soma. Qualquer que fosse o triangulo
retdngulo, poderiamos encaixar formando uma figura como aquela. Logo, concluimos que
todos os triangulos podem ser entendidos como uma relacdo entre trés quadrados — e a
equacdo a* + b? = ¢ se aplica em relacgéo a seus lados.
Para facilitar a pratica posterior em exercicios, solicitamos a atencdo para o fato de que
0 quadrado maior (a soma dos demais) fica sempre sobre o lado maior. Do fato de que ao
maior lado se opde o maior angulo, chegamos a concluséo de que fica oposto ao angulo reto.
Os nomes “hipotenusa” e “cateto” foram descritos em sua origem grega: “que se estende sob
(o angulo reto)” e “vertical; perpendicular”. “A soma dos quadrados dos catetos é igual ao
quadrado da hipotenusa” seria, portanto, outra enunciacédo do teorema.
Finalizamos com uma animacdo unindo a versao aritmética com a geométrica atraves

da cléssica e iconica imagem do teorema, retratada na Figura 11.

Figura 11: A trinca classica (3,4,5) sob a forma geométrica.

Ce 32+42:52

9+ 16 =25
b2

Fonte: Elaborado pelos autores.

Exercicios de fixacdo feitos em conjunto concluiram os ultimos slides: “Dado o
desenho de um tridngulo retangulo, onde ficariam cada numero da trinca (5,12,13)? Se
tivermos um triangulo retangulo de hipotenusa 26 e cateto 10, quanto medira o outro cateto?”.

Com pougquissima discussdo, os alunos encerraram a aula esbocando oralmente a resolugéo.
Concluséo

Consideramos que as atividades aplicadas tenham logrado éxito: a intencdo de
articular os diversos recursos pedagogicos em uma so6 sequéncia didatica pareceu cumprir seu
objetivo, dado que foi capaz de capturar a atencdo e o interesse de quase a totalidade dos
alunos.

O tom mais descontraido e menos expositivo da apresentacdo historica, em primeiro
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lugar, pareceu desfazer a barreira que limita a Matematica a formulas e céalculos. Conforme as
perguntas eram colocadas e as curiosidades exploradas, os discentes de todas as salas
puderam interagir de maneira mais descontraida. O dialogo da aula deu abertura para que 0s
alunos inclusive se expressassem com brincadeiras ou piadas; nenhuma das quais desviou,
significativamente, a atengdo focada no cerne da discusséo.

Investigar as questdes usando material manipuldvel, em nossa interpretacdo, foi outro
grande diferencial. A maioria dos grupos contava com uma boa disposicdo diante do desafio,
discutindo entre si de maneira empenhada para resolver os problemas. Dado que materiais
diferentes s&o de mais rara utilizagdo conforme os alunos avangam os anos, se mostraram um
agente de motivagédo. A euforia em torno deste material foi tanta, na verdade, que em alguns
momentos foi dificil fazer os alunos voltarem a atencdo das fichas para a discussdo em
plenaria — situacdo resolvida sem muito esforco com um pouco de didlogo.

Por fim, os recursos visuais tecnolégicos completaram a gama de artificios. Como 0s
discentes mostram um grande apreco pela tecnologia e meios digitais, expor a aula
primariamente baseada em slides interativos e animacdes foi um fator de grande empolgacéo,
gerando elogios constantes.

No final das aulas em duas das salas, fomos surpreendidos por aplausos e
agradecimentos. Os alunos que expressaram sua percepcao explicaram que toda a experiéncia
se distanciou do que eles entendiam por “aula de Matematica”, e por este motivo tinha sido
deveras mais interessante.

Pretendemos por fim, através deste relato, oferecer um incentivo ndo apenas a
utilizacdo de recursos pedagdgicos diferenciados, mas evidenciar como podemos obter um
resultado ainda mais interessante ao articular diferentes recursos entre si. A ideia para esta
sequéncia didatica, por exemplo, foi obtida do estudo e reflexdo acerca da Historia da
Matematica. N&o obstante, admitimos que sem a resolucéo de problemas, os recursos digitais
ou a exposicao dialogada, a Historia em si poderia se mostrar um recurso limitado. Munir-se
de recursos diversos, a0 que nos parece, pode ainda ampliar a possibilidade de cativar
diferentes alunos que se distinguem por seus diferentes interesses.

Esperamos que o presente relato possa servir de inspiracdo para outras praticas
pedagdgicas similares, estimulando docentes a sempre experimentarem recursos diferenciados

em suas salas de aula.
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Anexo

Link para download dos slides:
https://www.dropbox.com/s/dtz6oe8myj8dwkl/Apresenta%C3%A7%C3%A30%20Trincas%?2
0Pitag%C3%B3ricas%20e%20Teorema%20de%20Pit%C3%Algoras.ppsx?di=0

Note que para a correta execucdo das animacdes e funcionalidades, é necessario baixar e abrir

a apresentacao utilizando o Microsoft Power Point.
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