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Resumo: A Trigonometria era inicialmente uma parte da Astronomia e uma de suas contribui¢des foi
o etnomodelo criado pelo indiano Bhaskara 1. Assim, o objetivo deste artigo é apresentar e analisar o
etnomodelo de Bhéaskara | para o calculo do seno do ponto de vista da Etnomodelagem tendo em vista
a sua analise émica, ética e dialdgica. Para isso realizou-se uma pesquisa historiografica e uma anélise
ética baseada em uma demonstracdo com o rigor atual da férmula e com a utilizacdo de ferramentas
tecnoldgicas. A analise dialégica desse conhecimento possibilitou enfatizar a importancia dos aspectos
culturais da Matematica no desenvolvimento do saber/fazer no decorrer da historia e a sua conexdo
com o conhecimento académico por meio da etnomodelagem.

Palavras-chave: Etnomodelos Dialégicos. Etnomodelos Emicos. Etnomodelos — Eticos.
Etnomodelagem. Histdria da Matematica.

AN EMIC, ETIC, AND DIALOGICAL ANALYSIS OF ETHNOMODELS
FOR THE DETERMINATION OF SINE VALUES

Abstract: Trigonometry was initially a part of Astronomy and one of its contributions was the
ethnomodel created by the Indian Bhéskara I. Thus, the purpose of this article is to present and
analyze the ethnomodel of Bhéaskara | for calculating the sine from the point of view of
Ethnomodelling in view of emic, etic, and dialogic analysis. For this, a historiographical research and
an etic analysis was conducted based on a demonstration with the rigor of current formula and with the
use of technological tools. The dialogical analysis of this knowledge allowed to emphasize the
importance of the cultural aspects of mathematics in the development of knowing/doing throughout
history and its connection to academic knowledge through ethnomodelling.

Keywords: Dialogical Ethnomodels, Emic Ethnomodels. Etic Ethnomodels. Ethnomodelling. History
of Mathematics.

Considerac0es Iniciais

Durante o decorrer da histéria da humanidade, a trigonometria foi desenvolvida na
india pelo mesmo motivo que foi originada em outras partes do mundo antigo, ou seja, para
resolver os problemas relacionados com a astronomia. Assim, a trigonometria oferece um
exemplo notavel de transmissdo do saber/fazer cientifico no decorrer da historia da
humanidade. Desse modo, esse campo do conhecimento matematico pode ter se originado na

Antiguidade.
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Por exemplo, de acordo com Berggren (2007), na antiguidade, a trigonometria era
considerada como uma parte da Astronomia. Contudo, Nasir al-Din al-Tusi (1201-1274), um
matematico, filésofo e cientista persa, escreveu, em aproximadamente 1250, o tratado
intitulado: Treatise on the Complete Quadrilateral (Shakl al-Qatta’), que foi o primeiro
documento que descreveu 0s contetdos trigonométricos de modo independente da

astronomia.

No entanto, esse tratado ndo era composto somente por trabalhos inéditos, pois Nasir
al-Tusi reuniu o conhecimento trigonométrico de tratados anteriores, sintetizando-os em um
unico livro escrito, primeiramente, em Persa que, posteriormente, foi traduzido para o arabe.
De acordo com Bosworth e Asimov (2003), foi por meio das obras escritas por al-Tusi que a
trigonometria alcangou o status de um ramo independente da matematica pura, distinto da

astronomia, a qual esteve vinculada por muitos séculos.

Historicamente, para Yano (2014), a trigonometria pode ter se originado na Grécia,
sendo que 0s seus pressupostos foram transmitidos para a india e, com varias modificages,
foram introduzidos no mundo islamico. Apds séculos de desenvolvimento, a trigonometria
adentra a Europa medieval.A palavra grega eb0cio. para corda significa uma linha reta que

esta subtendida* a um arco.

Esse termo foi traduzido para o sanscrito como jiva ou jya, que significada corda de
um arco por sua semelhanca com essa aparéncia. Contudo, o termo original foi traduzido
para 0 arabe como jyb, que foi vocalizado como jayb que, em arabe, significa dobra.
Posteriomente, esse termos foram traduzidos para o latim como sinus, cujos termos

equivalentes em inglés é sine e em portugués é seno (YANO, 2014).

E importante ressaltar que, para Gupta (1967), os indianos foram os primeiros povos
a utilizarem a funcdo seno representada pela metade da corda de qualquer arco de um
circulo. Hiparco, considerado como o Pai da Trigonometria, lidou apenas com cordas e ndo
com metade de cordas como foi feito pelos indianos. Ptolomeu resumiu todas as importantes
caracteristicas da Trigonometria Grega em seu famoso trabalho: O Almagesto, que também

utilizou apenas cordas.

E uma das grandes contribuicdes a Trigonometria esta um modelo do indiano
Bhaskara | para a determinacdo do seno de um arco que era apresentado em palavras. Esse

modelo era valido para arcos de 0 a 180 graus e sera analisado a partir de analises émica e

*Subtender se refere ao ato de estender por baixo de, como, por exemplo, na geometria indica o ato de formar
uma corda pela unido das extremidades de um arco.
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ética além do contexto cultural e a importancia da Trigonometria na India. A analise ética é
baseada nos trabalhos de Gupta (1967) que apresentou cinco demonstragdes com o rigor
atual para 0 modelo sendo que uma delas é apresentada em detalhes neste trabalho que
também utiliza recursos computacionais para a andlise ética do que realizou o indiano

Bhaskara I.

Desse modo, o principal objetivo desse artigo tedrico é apresentar esse modelo para o
calculo dos senos de Bhéskara | e analisa-lo do ponto de vista da Ethomodelagem e suas

premissas ética, émica e dialdgica.

Etnomodelagem e os etnomodelos émicos e éticos

Historicamente, o conhecimento matematico local foi desenvolvido em varias regides
do mundo pelos membros de grupos culturais distintos por meio de um conjunto de
caracteristicas relacionadas com as ideias, 0s procedimentos e as praticas matematicas que
sdo distintas daquelas frequentemente estudadas na academia. Esse conjunto de
caracteristicas pode ser traduzido entre sistemas de conhecimentos matematicos distintos
pelo processo da Ethomodelagem (ROSA; OREY, 2012).

Desse modo, a traducdo de praticas matematicas locais possibilita que os membros de
grupos culturais distintos valorizem a transculturalidade presente nesse processo, pois
quando os espacos social, politico e fisico possibilitam a expansdo do conhecimento
desenvolvido por seus membros; os regionalismos e o determinismo da heranca social séo
rompidos porque ultrapassam as fronteiras culturais (ROSA; OREY, 2017).

Por conseguinte, em concordancia com Nicolescu (1999), a transculturalidade
assegura a traducéo do conhecimento adquirido pelos membros de grupos culturais distintos
para 0s membros de outros grupos por meio da interacdo dialdgica, impedindo a
homogeneizagdo do conhecimento adquirido de geragdo em geracéo.

Contudo, a compreensdo dos pesquisadores e educadores (éticos) sobre os atributos
culturais pode ser considerada como uma interpretacdo que somente enfatiza as
caracteristicas supérfluas do conhecimento matematico produzido pelos membros de grupos
culturais distintos (émicos), colocando em risco o entendimento e a interpretacdo das ideias,
procedimentos e praticas matematicas que sdo localmente desenvolvidas e difundidas entre
as geracoes.

Nesse direcionamento, os membros de grupos culturais distintos compartilham a
prépria interpretacdo de sua cultura (abordagem émica) contrapondo com a interpretacéo
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propiciada pelos pesquisadores e educadores (abordagem ética) que podem ser alheias as
essas manifestacdes culturais.

A abordagem ética se relaciona com o ponto de vista dos pesquisadores e educadores
em relacdo as crencas, aos costumes e aos conhecimentos matematico desenvolvido pelos
membros de um determinado grupo cultural. Esses observadores externos (éticos, outsiders)
possuem um ponto de vista culturalmente universal ou global (SUE; SUE, 2003).

Por outro lado, a abordagem émica se relaciona com o ponto de vista dos membros de
grupos culturais distintos em relacdo aos seus préprios costumes e crencas e também ao
desenvolvimento de seu conhecimento matematico. Os membros desses grupos (locais,
insiders) possuem um ponto de vista considerado culturalmente especifico ou local (SUE;
SUE, 2003).

Conforme Harris (1980), a abordagem ética pode ser equiparada com a explicacéo
objetiva de um fendmeno sociocultural a partir do ponto de vista externo enquanto que a
abordagem émica é identificada com a compreensdo da experiéncia subjetiva adquirida pelos
membros de um determinado grupo cultural.

Nessa perspectiva, a abordagem ética pode ser considerada como a visdo externa dos
observadores, que estdo olhando de fora, em uma postura transcultural, comparativa e
descritiva enquanto que a abordagem émica pode ser considerada como a visdo interna dos
observados, que estdo olhando de dentro, em uma postura cultural propria, particular e
prescritiva (ROSA; OREY, 2017).

Nesse contexto, os etnomodelos sdo representacfes externas precisas e consistentes
com o conhecimento cientifico que é socialmente construido e compartilhado pelos membros
de grupos culturais distintos. Nessa perspectiva, o objetivo primordial para a elaboragéo de
etnomodelos é a traducdo dos procedimentos envolvidos nas praticas matematicas presentes
nos sistemas retirados da realidade, que sdo sistemas simbolicos organizados pela l6gica
interna dos membros desses grupos culturais (ROSA; OREY, 2012).

Nesse contexto, Rosa e Orey (2017) afirmam que os ethomodelos eticos referem-se a
representacdo das caracteristicas do conhecimento matematico de uma determinada cultura a
partir das categorias daqueles que a observa como os pesquisadores e os educadores. Por
outro lado, os etnomodelos émicos buscam representar as caracteristicas matematicas dessa
cultura com base nos referenciais e categorias desenvolvidas pelos seus membros.

Assim, as investigagdes em etnomodelagem estdo relacionadas com a compreensdo
dos procedimentos e praticas matematicas desenvolvidas pelos membros dos grupos

culturais distintos, como, por exemplo, os indianos, que visam organizar essas praticas
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matematicas para resolver as situagfes-problema e os fenbmenos que enfrentam em seu

cotidiano.
Desenvolvimento do conhecimento matematico @mico no subcontinente indiano

Em seus estdgios iniciais, a Matematica se desenvolveu com o desenvolvimento de
duas tradicGes matematicas relevantes: a) a geométrica e b) a aritmética e a algébrica.
Contudo, considerando as antigas civilizagdes, € no subcontinente indiano que emerge uma
énfase nessas duas tradigbes matemética. Posteriormente, a tradicdo matemética indiana
também se direcionou para o desenvolvimento da trigonometria (DUTTA, 2002).

Consequentemente, uma parte relevante da evolucdo da trigonometria na india esta
relacionada com a utilizacdo da férmula desenvolvida por Bhaskara I° para a construcio de
uma tabela de senos. Além disso, os antigos livros indianos onde eram encontradas as
férmulas matematicas nem sempre tinham foco na Matematica, pois, muitas vezes, estavam
relacionados com a astronomia ou a religido. No entanto, a Matematica estava presente no
cotidiano dos indianos, inclusive em rituais religiosos (PLOFKER, 2007).

De acordo com Dutta (2002), os indianos originaram um conhecimento matematico
sofisticado que estava relacionado com os rituais védicos. Entdo, historicamente, a era védica®
foi um periodo fecundo no desenvolvimento da Matematica indiana. Esse periodo foi
desencadeado entre a civilizacdo que emergiu no Vale do Rio Indo, de 2500 a.C.-1700 a.C.

Em seguida, uma segunda civilizacdo surgiu quando os povos indo-arianos migraram
para 0 noroeste da India e habitaram o vale norte do Rio Indo, de 1800 a.C.-500 a.C., sendo
que foram os fundadores da religido védica. As suas obras sdo as primeiras evidéncias
literdrias que mostram o desenvolvimento da cultura indiana, incluindo o conhecimento
matematico (DATTA, 2003).

De acordo com Shastri, Hankey, Sharma e Patra (2017), o termo védico esta
relacionado com a sabedoria, 0 conhecimento ou a visdo, sendo que funciona como uma
manifestacdo do idioma dos deuses na fala humana. As leis dos Vedas determinaram 0s

costumes sociais, legislativos, domésticos e religiosos do povo indiano.

*Bhaskara (600-680) é, frequentemente, chamado de Bhaskara | para evitar confusdo com o matematico
Bhaskara Il (1114-1185). Bhéaskara I foi um fil6sofo indiano que viveu no século VII, sendo que, aparentemente
foi o primeiro matematico a escrever 0s nimeros no sistema decimal de numeragéo indo-arabico, bem como
indicou um circulo para identificar 0 nidmero zero. Esse mateméatico também determinou, em 629, uma
aproximagao notavel para a funcdo seno em seu estudo denominado Aryabhatiyabhdsya para o Aryabhata. Esse
estudo, escrito em prosa e em sanscrito, € o trabalho mais antigo sobre a matematica e a astronomia de que se
tem conhecimento (KELLER, 2006).

%0 termo védico é utilizado como um adjetivo que esta relacionado com os Vedas (GUPTA, 2015).
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Esse termo também se relaciona com uma colecdo de textos antigos, religiosos e
sagrados, escritos em sanscrito’, que estdo agrupados em um conjunto de 4 (quatro) colecdes

conhecidas como: Vedas ( SHASTRI et al., 2017):

a) Rigveda (1000 a.C.), que contém 1028 hinos e oracOes para serem recitados
durante a realizagdo de rituais e sacrificios. Esse hinos e oragdes estdo organizadas
em 10 livros. E conhecido como o Livro dos Hinos.

b) Samaveda (800 a.C.), que contém mantras védicos para serem cantados. E uma
colecdo liturgica de melodias para serem cantadas em ocasibes adequadas. E

conhecido como o Livro das Cangoes.

c) Yajurveda (700 a. C.), que contém as obras relacionadas com os rituais e
sacrificios. E uma colecdo litdrgica que atende as exigéncias de um rito cerimonial
composta por manuais praticos para os sacerdotes que conduziam os sacrificios. A
medida que as comunidades Brahmana se dispersaram, gradualmente, da regido
norte para as regides leste e sul da India, surgiu a necessidade do registro de
procedimentos relacionados com os rituais para que os sacerdotes pudessem uma
classe de sacerdotes viajantes, e um meio de alocar tarefas especiais entre 0s

diferentes sacerdotes. E conhecido como o Livro dos Rituais.

d) Atharvaveda (600 a.C.-500 a.C.), que contém férmulas magicas. O termo Atharva
significa: Sacerdote do Fogo. Esse livro também contém um conjunto de feiticos e
encantos que eram predominantes no conhecimento popular da época em que foi
escrito, sendo que retrata uma imagem ampla e holistica da sociedade védica por

meio de seu significado historico e socioldgico.

Assim, os textos dos Vedas estdo relacionados com as colegdes liricas dos hinos, o0s
mantras, 0s rituais, 0s encantamentos, os sacrificios religiosos, as oracOes, os feiticos e as
maldicdes. Contudo, qual seria a relacdo desses textos com a antiga matematica indiana?

Por exemplo, esses textos revelam a existéncia de um sistema decimal regularizado de
nlmeros escritos por extenso, poténcias de dez, incluindo nimeros combinados envolvendo
dezenas e unidades ja eram usados pelos indianos. Nessa época, ocorreu, também, a utilizacdo
de nimeros extensos muito grandes, maiores que poténcias de dez, podendo indicar até um
trilhdo (PLOFKER, 2009). Nesse sentido, Shastri et al. (2017) afirmam que ha registros de

'O sanscrito é uma lingua ancestral falada no Nepal e na india. Embora seja uma lingua morta, o sanscrito
compBe um conjunto das 23 linguas oficiais da India porque tem uma importante utilizacdo litGrgica no
hinduismo, no budismo e no jainismo (BURROW, 2001).
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atividades matematicas encontradas em textos vedicos, que estdo associadas as praticas dos
rituais.
Em concordéncia com esse contexto, Joseph (1991) afirma que, uma fonte importante
de conhecimento matematico é fornecida pelos apéndices do texto principal do Vedas, que sdo
conhecidos como Vedangas. Esses apéndices foram classificados em seis ramos do

conhecimento:
1) Fonética, que € a ciéncia da articulacdo e pronuncia.
2) Gramatica.
3) Etimologia.
4) Metronomia, que ¢ a arte da prosodia.
5) Astronomia.
6) Regras para rituais e cerimoniais denominadas de kalpa®.

Assim, para Joseph (1991), nos ultimos dois Vedangas sdo encontradas as fontes
matematicas mais importantes do periodo védico. As evidéncias desse conhecimento,
geralmente, sdo encontradas na forma de sutras®, que é uma maneira de escrita peculiar e
breve gque, frequentemente, utiliza um estilo poético para capturar a esséncia de um argumento
ou de um resultado.

Essa abordagem possibilitou que, ao se evitar a utilizacdo de verbos e substantivos
compostos para a escrita dos sutras, um vasto corpo de conhecimento fosse compreendido e
difundido de geracdo em geracdo, propiciando a sua aprendizagem. A condensacdo da escrita
em sutras também foi uma maneira para suprir a escassez de materiais que possibilitavam a
escrita. Entdo, esse foi o modo que os Brahmanas encontraram para preservar esses
conhecimentos (JOSEPH, 1991).

Por conseguinte, os kalpasutras'® podem ser considerados como uma fonte relevante
de conhecimento matematico védico. Essa literatura ritual incluia shrautasutras que

forneciam instrucOes para a construcdo de fogueiras sacrificiais em diferentes épocas do ano,

®Kalpa é um termo sanscrito @¢Y que significa adequado ou apropriado, sendo uma das seis disciplinas do
Vedanga. Kalpa também pode ser considerado como uma ciéncia ou um campo de estudo auxiliar que esta
conectado com os Vedas, que se concentra nos procedimentos e cerimdnias associadas a pratica ritual védica
(PLOFKER, 2009).

%0s sutras podem ser considerados como convencdes escritas em que estdo reunidas, sob a forma de breves
aforismos, as regras do rito, da moral e da vida cotidiana (WILLIAMS, 2002).

90s kalpasutras ou as regras de cerimonia sdo de dois tipos: 1) os Shrautasutras que ensinam sobre a
performance dos grandes sacrificios e 2) os Smrtasutras que sdo regras baseadas na tradicdo (WILLIAMS,
2002).
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bem como orientava sobre a medicdo e a construcdo de altares sacrificiais que ficaram
conhecidos como sulbasutras.

Originalmente, o termo sulba estava relacionado com as regras que governavam 0S
ritos de sacrificio, embora, posteriormente, o significado do termo foi alterado para significar
0 corddo de corda utilizado na medicéo dos altares. A maioria do conhecimento da geometria
veédica conhecida atualmente € originaria desses sutras (JOSEPH, 1991).

Para Plofker (2009), alguns dos textos de Vedas sobre as préaticas cotidianas explicam
como os diferentes tipos ou objetivos dos rituais estavam associados com o0s diversos
tamanhos e formas dos altares de fogo, que deveriam ser construidos com tijolos cozidos de
ndmeros e dimensdes prescritas. Muitas formas de altares envolviam simetria de figuras
simples, como, por exemplo, quadrados, retangulos, tridngulos, trapézios, romboides e
circulos. Para Gupta (2015), os Vedas também lidaram com contetdos relacionados com a
arquitetura, engenharia e conhecimentos matematicos gerais.

E importante ressaltar que, frequentemente, uma forma geométrica era transformada
em outra que era diferente do formato original, mas que mantinha o0 mesmo tamanho. Por
isso, as regras do sulbasultra, muitas vezes, envolvem as transformacdes de figuras planas
com a preservacao da area e, assim, incluem as primeiras versdes indianas de férmulas
geomeétricas e constantes (PLOFKER, 2009).

Uma andlise émica do desenvolvimento do conhecimento matematico indiano mostra
que, conforme descrito por Joseph (1991), o conhecimento matematico indiano pode ter se
originado a servico da religido e da espiritualidade, pois 0s proponentes dessa visdo buscaram

suporte na complexidade as préaticas religiosas encontradas no registro das sulbasutras.

Uma abordagem émica para o desenvolvimento do seno por Bhaskara I

O contexto sociocultural, historico, religioso e espiritual possibilitou que as
necessidades religiosas e espirituais determinassem as caracteristicas sociais e politicas das
instituicdes indianas, bem como o desenvolvimento de seu conhecimento matematico e
cientifico. Por exemplo, a construcdo dos altares e a localizacdo dos fogos sagrados tinham
que obedecer as instrucOes estabelecidas sobre as suas formas geométricas e areas para que
fossem instrumentos de sacrificio eficazes.

Essa abordagem também possibilitou que a astronomia se desenvolvesse para auxiliar
na determinacdo dos dias e das horas para a realizacdo dos sacrificios, possibilitando a
propagacdo da trigonometria indiana, especialmente, com relacdo a utilizacdo do seno
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(JOSEPH, 1991).

Por conseguinte, para resolver os célculos relacionados com a astronomia, 0S
astrbnomos indianos tiveram a necessidade de conhecer de um modo aprofundado a relagédo
entre cordas e angulos. Essa abordagem propiciou o surgimento das tabelas de cordas que
relacionavam os angulos com os seus respectivos valores. A primeira tabela de cordas, que se
tem conhecimento, foi elaborada por Hiparco (190 a.C.-120 a.C.), de Niceia, um astrénomo,
geografo e matematico grego, no século Il a.C.

Posteriormente, Ptolomeu (90-168), um matematico, astronomo, astrologo e geografo
grego, construiu no século I, uma tabela de cordas mais detalhada do que aquela elaborada
por Hiparco. Durante séculos, a tabela elaborada por Ptolomeu foi uma referéncia para os
calculos realizados nas observagdes astrondmicas (BERGGREN, 2007).

A trigonometria foi uma ferramenta essencial para o desenvolvimento da astronomia
na india. Por exemplo, os textos astrondmicos escritos em sanscrito descrevem uma tabela
com valores relacionados com o seno. Por outro lado, trigonometria foi estudada apenas como
parte da astronomia e nunca foi uma disciplina independente da matematica (YANO, 2014).

Essa ruptura da trigonometria com a astronomia somente ocorreu no seculo XIII com
os estudos realizados por al-Tusi. Uma das referéncias mais antigas a trigonometria na india
foi identificada no texto Suryasidhanta (Sistema do Sol), por meio do qual os indianos
apresentaram uma perspectiva diferente para esse campo do conhecimento matematico, pois
ndo utilizaram os mesmos procedimentos desenvolvidos por Ptolomeu (KARANEVICH,
2012).

Diferentemente dos procedimentos utilizados anteriormente para o célculo dos
valores do seno, Bhaskara | apresentou, em um de seus trabalhos, conhecido como
Mahabhaskariya, um método diferente para calcular o valor aproximado do seno de um arco,
contudo, o procedimento pelo qual essa férmula, que serd descrito posteriormente, foi
determinada ndo é demonstrado nesse documento, pois apenas o cita sem qualquer
demonstracdo ou explicacdo (GOMES, 2011).

O trabalho desenvolvido por Bhéskara | mostra um método diferenciado para
computar o seno aproximado de qualquer arco, que é realizado por meio de uma férmula
algébrica simples (em linguagem corrente), mas elegante, na qual se pode calcular o valor do
seno de qualquer angulo entre 0° e 180°, e com um bom grau de preciséo.

A regra que declara a expressdo de aproximacdo para a funcdo seno € dada por
Bhéaskara | em seu primeiro trabalho chamado Mahéabhaskariya. A figura 1 mostra uma regra

para a aproximacao do seno escrita em sanscrito.

146
RPEM, Campo Mourdo, PR, Brasil, v.10, n.21, p.138-159, jan.-abr. 2021.



-y,
revista

PARANAENSE
DE EDUCACAO

| MATEMATICA

e

Figura 1: Regra em Sanscrito sobre a aproximacédo do seno

wegrfe Wad &9 a5gT qeaaraa: |

THREITET A GEATAT T qATTHT 11 Q6 1
a@y forar fresr: wrear: arTETeEa: |

Fgataa aee fawwea & g 11 < 1
qTg FIZAT: $F F09 FHICHH U T |

FHQ TR EGTAT aTfq aeaa: 11 2] 1

Fonte: Gupta (1967, p. 122)

Traduzindo livremente o texto da figura 1, escrito em sanscrito para a Lingua

Portuguesa tem-se que:

Eu brevemente exprimo a regra, sem fazer uso das diferengas de “R x seno”.
Subtrair os graus da bhuja dos graus de meio circulo (180 graus). Em
seguida, multiplique o restante por graus da bhuja e colocar o resultado em
dois lugares. Em um lugar subtrair o resultado de 40500. Por um quarto do
restante, dividir o resultado em outro lugar como multiplicado pelo
antyaphala. Assim, é obtido todo o bahuphala para o sol, a lua ou 0s
planetas de estrelas. Assim também sdo obtidos direta e inversamente do “R
x seno (GUPTA, 1967, p. 122, traducdo e grifos dos autores).

Uma das primeiras melhorias dos matematicos indianos na trigonometria estava
relacionada com a construcao de tabelas de meio-arcos ou senos. A construcao dessas tabelas
e do calculo dos valores do seno para diferentes arcos em um quadrante de uma
circunferéncia foi de grande importancia para os astronomos indianos, haja vista que esse
procedimento era necessario para calcular com precisdo as posicGes planetarias (BAG,
1968). A figura 2 mostra um quadrante de uma circunferéncia dividido em 24 arcos

equivalentes.

Figura 2: Quadrante de uma circunferéncia dividido em 24 arcos equivalente.
e

Total de 24 divisdes

Fonte: Adaptado de Karanevich (2012, p. 41).
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Assim, para determinar os valores dessas tabelas, os indianos dividiram cada
quadrante de uma circunferéncia de raio R em 24 arcos equivalentes (partes iguais), que
aumentavam em incrementos de 225' ou 225 minutos (liptas), que é equivalente a 3% (kalas),
sendo que 24x3%° = 90° (KARANEVICH, 2012).

E importante ressaltar que o primeiro texto preservado que continha uma tabela com
os valores de seno foi desenvolvido na India em 499. A figura 3 mostra 0s primeiros seis
valores dessa tabela elaborada por Aryabhata (476-550), que foi um matematico e astrdnomo

indiano.

Figura 3: Primeiros seis valores da tabela de seno elaborada por Aryabhata

! NUMERO DO SENO ANGULO (MINUTDS) SENO (ANGULO) DIFERENCA DE SENO !
1 205/ 225/ 205/
2 450" 449" 224"
3 675" 671" 222"
4 900" 890" 219" |
5 1125’ 1105’ 215 |
| 6 1350° 1315° 2100 |

Fonte: Adaptado de Karanevich (2012, p. 42)~

De acordo com Karanevich (2012), Aryabhata também forneceu uma regra para

calcular os valores do seno. A traducao dessas regras do sanscrito para o portugueés é:

Por qual nimero o segundo Seno [diferenca] é menor do que o primeiro
Seno da tabela, e pelo quociente obtido por meio da divisdo da soma do Seno
precedente [diferencas] pelo primeiro Seno e, pela soma dessas duas
quantidades, o Seno seguinte [diferenca] é menor do que o primeiro Seno**
(p. 42, traduzido pelos autores).

Por exemplo, Karanevich (2012) afirma que, para calcular o valor do sen675’,
consulte na tabela, o segundo seno da diferenca que é 224, que esta associado ao sen450°. O
primeiro seno da tabela é o numero 1, que esta associado ao sen225’, cujo valor é sempre €
igual a 225°. Assim, o valor de sen675’ é igual a soma do seno precedente com 0 seno da
diferenga, ou seja, é sen675’ = 225'+224" = 449"

Para a obtencdo do valor do sen675°, deve-se subtrair o segundo seno da diferenca

cujo valor é 224°, do primeiro seno cujo valor € 225°, tendo 225 - 224’ = I’. Em seguida,

1By what number the second Sine [difference] is less than the first Sine [Sine number 1 from above table], and
by the quotient obtained by dividing the sum of the preceding Sine [differences] by the first Sine, by the sum of
these two quantities the following Sine [difference] is less than the first Sine.
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divida a soma do seno anterior das diferengas, 225’ + 224’pelo primeiro seno que é 225,

225142241 _ 4491
2251 2251

que fornece o seno seguinte da diferenca que € menor que o0 primeiro seno, que é 225-3" =
222°.

tendo que

= 1,996'. Depois, deve-se somar os dois valores: /°+1,996" =~ 3,

De acordo com Karanevich (2012), como 0 sen(450°)= 449°’, tem-se que:
sen675 '=sen450°+222'=449°+222’=671". Nesse sentido, a regra de Aryabhata utiliza as
diferencas cumulativas do seno para calcular os seus valores seguintes. Entdo, a partir de
sen225’= 225°, é possivel determinar os 24 valores da tabela do seno, pois cada valor
subsequente depende das diferengas dos valores obtidos anteriormente.

No entanto, € importante destacar que essa regra possui algumas discrepancias quando
valores maiores para o seno sao considerados. Assim, o valor do seno correspondente a 900°¢é
igual a soma de 225” + 224’ + 222” + 219’ = 890°. Nesse contexto, Selin (2008) destaca que
essa tabela do seno é um conjunto de vinte e quatro nimeros dispostos em linhas e colunas
que é utilizada para a obtencdo do célculo de meias-cordas dos arcos de arcos de uma
determinada circunferéncia, que contém as primeiras diferencas dos valores de senos que sdo
expressos em minutos de arco. Esse conjunto de valores é denominado de Tabela de Senos-
diferencas de Aryabhata.

Ressalta-se que, esse procedimento retorico (émico-local) que foi utilizado pelos
indianos para que pudessem determinar os valores do seno para resolver problemas
relacionados com a astronomia revela uma técnica simples e bem-sucedida com relacdo a sua
capacidade de desenvolver um procedimento matematico que possibilitasse o célculo de
problemas astronémicos, como, por exemplo, a localizacdo exata dos planetas.

Do ponto de vista da Etnomodelagem, a determinacdo dos valores do seno por meio de
procedimentos matematicos préprios mostra como os indianos geraram um conhecimento
matematico sofisticado (émico-local) que possibilitou o desenvolvimento de técnicas e
estratégias utilizadas para a determinacdo dos valores do seno que sdo semelhantes aos

valores empregados universalmente na atualidade.

Uma abordagem ética para o desenvolvimento do seno por Bhéaskara |

Do ponto de vista da abordagem ética pode-se analisar o etnomodelo ético apresentado
por Bhaskara | para o seno de um angulo de acordo com algumas demonstracdes, pois a sua
aproximacao algébrica é simples e surpreendentemente precisa. A precisao desse etnomodelo
pode ser observada no quadro 1 que compara os valores do seno obtidos por Bhaskara | e 0s
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valores atuais que foram obtidos com o auxilio de recursos tecnoldgicos, especialmente, pela

planilha eletronica do Excel.

Quadro 1: Comparacdo entre os valores da funcao seno atual com os obtidos por Bhéskara |

| Angulo (em graus) | Seno Atual | Férmula de Bhéskara I | Angulo (em graus) | Seno Atual | Formula de Bhéskara I
h) 0.0871557 0,088328076 95 0,996194698 099614495
10 0,1736482 0,175257732 100 0,984807753 0984615385
15 0,258819 0,26035503 105 0965925826 0965517241
20 0,3420201 0,343163539 110 0,939692621 0.93902439
25 04226183 0423208191 115 0.906307787 0.905374716
30 0.5 0.5 120 0.866025404 0.864864865
35 0,5735764 0573041637 125 0.819152044 0,.817843866
40 0,6427876 0,641833811 130 0,766044443 0,764705882
45 0.7071068 0.705882353 135 0,707106781 0,705882353
50 0,7660444 0.764705882 140 0.64278761 0641833811
55 0819152 | 0.817843866 145 0573576436 0573041637
60 0,8660254 0,864864865 150 0,5 0,5
65 09063078 0905374716 155 0422618262 0423208191
70 0.9396926 0,93902439 160 0,342020143 0.343163539
75 09659258 0965517241 165 0,258819045 026035503
80 0,9848078 0984615385 170 0,173648178 0,175257732
85 09961947 0,99614495 175 0,087155743 0,088328076
90 1 l 180 0 0

Fonte: Oliveira, Leite e Lopes (2019)

A comparacdo entre os dois valores obtidos para o seno, que foi disponibilizada no
quadro 1, mostra que a sua variagdo maxima € minima, pois esse percentual de erro é inferior
a 1%. A figura 4 mostra como a representacao grafica entre o seno atual e 0 seno determinado

por Bhaskara | sdo aproximadas.

Figura 4: Etnomodelo émico utilizado para determinar os valores do seno

~ 40-(180-0)
40500 -0-(180-0)

sen 0

Fonte: Gupta (1967)

Outro modo de realizar essa observacédo é transcrever o0 método de Bhéskara | (figura
1) em simbolos algébricos atuais. Nesse caso, € importante observar que tem-se o fator
(180 — 0) que, para valores maiores do que 180 graus, determinard um valor negativo para o
seno, 0 que ndo era aceito pelos indianos. Assim, esse método para se calcular o valor de seno
é valido, conforme o modelo atual, somente para angulos de 0 a 180 graus como pode ser
visto na figura 4 que mostra uma formula que representa o etnomodelo émico de Bhéaskara I.

Nesse direcionamento, a figura 5 mostra os dois graficos plotados no Excel para que

se possa observar a similaridade entre as curvas do seno realizadas por meio da elaboragédo do
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etnomodelo de Bhaskara | e da fungéo seno atual.

Figura 5: Grafico comparativo entre a funcdo seno atual e a funcdo seno de Bhéskara |

15

Ethomodelo elaborado por Bhéskara | Etnomodelo atual da fungéo seno

Fonte: Oliveira, Leite e Lopes (2019)

E importante observar que essas curvas apresentam o mesmo formato, no entanto,
conforme ressaltado anteriormente, é valida para os valores do angulo localizados no primeiro
e segundo quadrantes. Observando o gréafico, verifica-se que para o angulo de 270° Bhéskara |
obteve o valor -1,5, sendo que o valor atual € -1.

O procedimento utilizado por Bhaskara | para determinar o seno de um angulo néo é
demonstrado em seu trabalho. No entanto, para Gomes (2011) e Gupta (1967), o fato de nédo
conter a demonstracdo parece ser uma caracteristica presente nas obras da época devido ao
fato de os assuntos tratados ndo serem exclusivamente relacionados com a Matematica.

Nesse contexto, Rosa e Orey (2017) destacam que esses construtos éticos podem sao
descritos como as ideias, 0s procedimentos e as praticas matematicas expressas em termos
matematicos das categorias que possuem significados e que sdo apropriadas pelos
observadores externos, pois sao relevantes para a valorizagdo do patrimonio dos membros de

grupos culturais distintos.

Uma analise ética da formula utilizada por Bhaskara | por Shukla para determinar os

valores do seno

Em seu estudo, Gupta (1967) apresenta cinco demonstragdes por meio das quais pode-
se utilizar a matematica académica para a elaboragdo de um etnomodelo ético para o
desenvolvimento da formula utilizada por Bhaskara I. Contudo, a analise desse etnomodelo
sera realizada por meio da demonstracdo desenvolvida por Shukla, que representa uma
abordagem ética desse conhecimento, haja vista que esta andlise € exterior ao contexto

cultural desse grupo.
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Essa abordagem representa uma visdo matematica de fora (outside) do contexto
cultural, pois esta de acordo com 0s pressupostos do conhecimento matematico estudado nas
escolas e na academia. A figura 6 mostra uma representacdo desse ethomodelo ético com

relacdo a um angulo e ao seu respectivo arco.

Figura 6: Ethomodelo ético mostrando um angulo e seu arco respectivo

Fonte: Produzido pelos autores

Conforme Shukla, toma-se CA como o diametro do circulo de raio R, no qual o arco
AB € igual a a graus, e:
BD =Rsina
Utilizando a area do triangulo ABC tem-se que:

AB.BC
2

Considerando AC como base, tem-se que:

Area =

, AC.BD
Area =
2
Como as duas areas sdo iguais, porém observadas sob outro olhar, pode-se relaciona-
las:
AB.BC AC.BD
2 2
AB.BC = AC.BD
AB.BC
5D - AC
1 AC
BD ~ AB.BC

Substituindo os valores das retas de AB e BC na igualdade obtida anteriormente pelos
seus respectivos arcos, obtém-se a desigualdade a seguir
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1 AC
BD > (arc AB).(arc BC)

Depois da ultima relacdo encontrada, Shukla assumiu que, para que novamente se
torne uma igualdade, tem-se que multiplicar AC por um valor X e soméa-lo a um valor Y,

. ~ - - 1
ambos ainda ndo definidos, tornando-se novamente igual a =

1 X.AC .
BD ~ (arc AB).(arc BC)

Y

O arco AB na figura 12 é igual a a, 0 arco BC é igual a 180 — a, AC é igual a duas

vezes 0 raio, e BD é igual ao sena, substituindo temos:

1 2R
sena  a.(180 — a)
1 2XR

sena  a.(180 — ) 1
1 2XR + Y[a.(180 — a)]
sena a.(180 — a)
a.(180 — a)]
2XR+Y.a(180 — a)

Rsena =

Substituindo na ultima equacdo obtida anteriormente, quaisquer dois valores para «,

como, por exemplo, 30° e 90° obtém-se duas equacdes para X e Y.

Para o =30°:
Rseng — a. (180 — a)]
2XR +Y.a(180 — )
Reen30 — 30. (180 — 30)]
2XR +Y.30(180 — 30)
1 4500
2 2XR + 45007
2XR? + 4500YR = 9000
Para o =90°:
Rsend — a.(180 — a)]
2XR +Y.a(180 — a)
Reen90 — 90. (180 — 90)]

2XR + Y.90(180 — 90)

R 8100
" 2XR + 8100Y
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2XR? + 8100YR = 8100
Logo, tem-se um sistema:

{ZXR2 =9000 — 4500YR
2XR? = 8100 — 8100YR

Igualando as duas partes do sistema, tem-se que:
9000 — 4500YR = 8100 — 8100YR
—8100YR + 4500YR = 9000 — 8100

900
1
="k

Agora, substituindo o valor de Y em qualquer uma das equacdes do sistema, obtemos:

2XR? = 8100 — 8100YR
1

2XR? = 8100 — 8100 (— —) R
4R

2XR?% = 8100 + 8100 R
- 4R

2XR? = 8100 — 2025

10125
2XR = R 42X

. 40500
" 4R

Desse modo, obtém-se os valores correspondentes a 2XR e a Y. Substituindo esses
valores na formula inicial tem-se, por fim, a demonstracdo do etnomodelo émico elaborado
por Bhaskara 1.

a.(180 — a)
2XR +Y.a(180 — )
a. (180 — @)

40500 1
=+ (— ﬁ) .2 (180 — @)
a. (180 — )

40500 «
IR - m (180 - 0()

Rsena =

Rsena =

Rsena =

a.(180 — a)
40500 «.(180 — a)

4R 4R

Rsena =
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R B a. (180 — a)
SeNT = 20500 — «. (180 — a)
IR
4R

Rsenaza.(180—a)X40500_a.(180_a)

4R.a. (180 — )
40500 — a. (180 — )

4a. (180 — a)
40500 — a. (180 — )

Rsena =

sena =

Esse etnomodelo ético foi elaborado conforme a visdo dos observadores externos em
relacdo ao sistema retirado do cotidiano e da realidade local dos membros de grupos culturais
distintos (indianos), cujas ideias, procedimentos, estratégias e praticas matematicas foram
modeladas, pois tinham como objetivo possibilitar uma compreensdo holistica do fendbmeno
relacionado com a determinacao dos valores de seno na antiguidade do subcontinente indiano.

Um etnomodelo ético que melhor representa a situacdo-problema relacionado com a
férmula de Bhéskara para a determinacdo da tabela de senos possibilita uma reflexdo sobre a
complexidade e o alto padrdo do conhecimento matematico empregado na india no decorrer
de sua historia.

Contudo, a maneira como os indianos determinaram essa formula foi representada por
esse etnomodelo ético, pois a sua aplicacdo mostra uma representacdo consistente da
aproximacgdo para valores de angulos nos dois primeiros quadrantes da circunferéncia

trigonométrica, que sdo semelhantes aos valores de seno utilizados na atualidade.

Uma abordagem dialégica para o desenvolvimento do seno por Bhéaskara |

Esse fendmeno pode ser modelado por meio da elaboracdo de um etnomodelo
dialégico que tem como objetivo traduzir uma determinada pratica matematica (método
indiano para a determinacdo de valores do seno), que foi desenvolvida pelos membros desse
grupo cultural (émico-local) para que os observadores de fora dessa cultura (ético-global)
possam observar, analisar e explicar os procedimentos matematicos adotados nessa pratica em
termos dial6gicos (ROSA; OREY, 2017).

12
|

Nesse dinamismo cultural™, por meio do didlogo, Rosa e Orey (2017) ressaltam que a

12para Rosa e Orey (2017), o dinamismo cultural pode ser considerado como a troca de saberes e fazeres entre
sistemas de conhecimentos distintos, que tem como objetivo possibilitar que os membros de grupos culturais
distintos explorem ou se adaptem ao mundo que os rodeia, sem perder, contudo, as préprias caracteristicas.
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abordagem émica visa entender os procedimentos matematicos internos a cultura enquanto a
abordagem ética busca a compreensdo matemética externa com relacdo as praticas
desenvolvidas pelos membros desse grupo cultural distinto.

Nesse contexto, quando examinada no préprio contexto histdrico, social e cultural em
que foram originadas, essa pratica matematica desenvolvida e utilizada pelos indianos néo é
trivial ou ocasional, pois reflete temas do cotidiano dos membros desse grupo cultural
especifico. Assim, a etnomodelagem prop6e uma abordagem diferenciada em relacdo a
evolucdo desse conhecimento matematico ao considerar as estratégias, as técnicas e 0s
procedimentos desenvolvidos pelos indianos como um saber Util no contexto no qual essa
prética foi originada (ROSA; OREY, 2012).

A abordagem dialégica da etnomodelagem se identifica com o pensamento
contemporaneo, pois registra as ideias, os procedimentos e as praticas que constituem um
sistema de pensamento matematico sofisticado que tem como objetivo o entendimento, a
compreensdo e o desenvolvimento das técnicas e das habilidades matematicas que estdo
presentes no fazer matematico dos membros de grupos culturais distintos.

Assim, o entendimento do como fazer matematica e a compreensdo do processo de
matematizacdo desenvolvido pelos membros desses grupos podem ser obtidos por meio das
ticas da etnomodelagem, que sdo as maneiras, 0s modos, as técnicas, as estratégias e 0s
procedimentos utilizados com o objetivo de explicar, conhecer, entender, compreender, lidar e
conviver com a propria realidade por meio da traducdo de situacdes-problemas (ROSA;

OREY, 2017) enfrentadas no cotidiano por meio de praticas matematicas contextualizadas.

Considerac0es Finais

A utilizagdo do conhecimento matematico no subcontinente indiano remonta ha
mais de 3.000 anos. Esse conhecimento auxiliou no desenvolvimento da Matemaética,
sendo que prosperou durante séculos naquela regido antes mesmo que avangos
matematicos semelhantes fossem percebidos na Europa.

Posteriormente, a influéncia do conhecimento matematico indiano se espalhou para
a China e para o Oriente Médio por meio das descobertas realizadas pelos matematicos
indianos que propiciaram contribuicbes matematicas seminais para o estudo da
trigonometria, da algebra, da aritmética e dos nimeros negativos.

Assim, Dutta (2002) afirma que, aléem de desenvolver o conhecimento algébrico
propriamente, os indianos também iniciaram um processo de algebrizacdo, bem como a
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consequente simplificacdo de outras areas da Matematica. Para exemplo, os indianos
desenvolveram trigonometria de uma maneira sistematica, assemelhando-se ao seu formato
atual, transmitindo para esse campo de estudo o seu carater algebrico moderno (DUTTA,
2002).

De acordo com Dutta (2002), embora os gregos tenham propiciado um estudo mais
sistematizado da trigonometria, 0 seu progresso foi interrompido devido a auséncia de
notacdes e manipulacdes algébricas adequadas para a sua evolucdo. Por conseguinte, 0s
indianos também inventaram as funcBes seno e cosseno, descobriram a maior parte de suas
férmulas e identidades, bem como construiram tabelas precisas para os valores do seno de
arcos até 180 graus.

Ao final do estudo relatado nesse artigo constatou-se que um marco de grande
relevancia para a trigonometria se refere ao etnomodelo proposto por Bhaskara | para a tabela
de senos, que foi apresentado ha mais de 1300 anos, possibilitando a inferéncia de que o
conhecimento matemaético indiano era bem desenvolvido e complexo.

A complexidade com a qual os indianos desenvolveram a trigonometria pode ser
interpretada dentro das premissas ética e émica. Por exemplo, Gupta (1967) apresentou a
preocupacdo de traducdo da formula de Bhaskara | para a linguagem matematica atual por
meio de uma anélise ética (académica) do método por meio do qual Bhaskara | desenvolve e
calculou os valores do seno de diversos angulos ao apresentar cinco demonstragdes para a sua
determinacao.

No entanto, a analise émica (local) de uma formula ou raciocinio matematico historico
possibilita uma compreensdo do desenvolvimento do conhecimento matematico de uma
determinada civilizagdo de um modo holistico e com profundidade. Essa abordagem permitiu
ressaltar a importancia dos aspectos culturais da Matematica, nesse caso, dos indianos, para
observar as influéncias do contexto social e religioso que se refletem no desenvolvimento
desse saber/fazer no decorrer da historia.

Finalizando, € importante ressaltar que uma das possiveis contribuicdes da
Etnomodelagem para a Educacdo Matemética esta relacionada com a compreensdo da
determinacdo dos valores do seno por meio de procedimentos matematicos proprios dos
membros de um determinado grupo cultural ao mostrar como 0s indianos geraram um
conhecimento matematico sofisticado (émico-local) que possibilitou o desenvolvimento de
técnicas e estratégias utilizadas para a determinacgdo dos valores do seno que sdo semelhantes
aqueles empregados universalmente (ético-global) na atualidade.

Nesse sentido, a situacdo-problema relacionada com a determinacdo de valores do
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seno pode ser considerada como um sistema que é composto por procedimentos
matematicos, que estdo enraizados na cultura indiana e que, por meio da utilizacdo das
técnicas da Etnomodelagem, foi traduzida da linguagem émica para a Matematica académica
(ética).

Assim, outra contribuicdo dessa abordagem importante estd relacionada com a
traducdo dialdgica desse conhecimento por meio da Etnomodelagem, que buscou mostrar o
dominio cultural da matematica desenvolvida pelos indianos por meio da conexao desse
campo do conhecimento com os fatos e as necessidades historicas que originaram essas

praticas em seu proprio contexto cultural.
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