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Resumo: Neste artigo discutimos aspectos inerentes a pratica docente fundamentada no ensino
exploratério em um contexto universitario. Com esta pratica objetivamos identificar oportunidades de
aprendizagem experimentadas por estudantes da disciplina de Fungdes de Uma Varidvel, quando estes
desenvolvem tarefas matematicas exploratorias relacionadas ao célculo de area de regides planas como
ferramentas introdutérias ao conceito de Integral Definida e compreender como essas oportunidades
favoreceram os processos de ensino e de aprendizagem deste conceito. O estudo enquadra-se em uma
perspectiva qualitativa-interpretativa de pesquisa, com procedimentos metodol6gicos inspirados em
uma Investigacdo Baseada em Design (IBD), desenvolvida com estudantes de uma universidade
publica no estado de S&o Paulo. Os resultados apontam que as tarefas matematicas possibilitaram aos
estudantes a mobilizacdo de conhecimentos matematicos prévios construidos na Educacdo Basica,
como: o célculo de area de figuras geométricas planas; representacdo grafica de diferentes funcdes;
determinagdo do dominio das fungGes; além do prdprio conceito de Integral Definida. Identificamos
ainda, que os processos de ensino e de aprendizagem do conceito de Integral Definida, por parte dos
estudantes ao trabalharem em um ambiente de ensino exploratério, se deu de forma coletiva e
participativa, em que foram privilegiados 0s conhecimentos anteriores dos estudantes; o trabalho em
grupo; as discussdes coletivas; e a constru¢cdo do conhecimento em colaboragdo com os pares
(professores e estudantes).

Palavras-chave: Tarefas Matematicas. Integral Definida. Ensino Exploratdrio. Investigacdo Baseada
em Design.

LEARNING OPPORTUNITIES FOR THE INTEGRAL CONCEPT
DEFINED THROUGH MATHEMATICAL TASKS

Abstract: In this paper we discuss aspects inherent to teaching practice based on inquiry-based in a
university context. With this practice we aim to identify learning opportunities experienced by
students of the Functions of One Variable discipline, when they develop exploratory mathematical
tasks related to the calculation of areas of flat regions as introductory tools to the concept of Definite
Integral and understand how these opportunities favored the teaching and learning processes of this
concept. The study fits into a qualitative-interpretative research perspective, with methodological
procedures inspired by Design-Based Research (DBR), developed with students from a public
university in the state of Sdo Paulo. The results show that the mathematical tasks enabled students to
mobilize previous mathematical knowledge built in Basic Education, such as the calculation of the
area of flat geometric figures; graphical representation of different functions; determining the domain
of functions; in addition to the concept of Defined Integral itself. We also identified that the process of
construction of the concept of Defined Integral, by the students when working in an inquiry-based
teaching environment, took place in a collective and participatory way, in which the previous
knowledge of students; group work; collective discussions; and the construction of knowledge in
collaboration with peers (teachers and students).
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Introducéo

Nossas experiéncias profissionais e académicas, bem como pesquisas em Educagao
Matematica, tém nos mostrado que a abordagem que prevalece nos processos de ensinar e de
aprender Calculo Diferencial e Integral (CDI) ndo se mostra satisfatoria para a formagdo dos
estudantes (JAWORSKI; MALI; PETROPOULOU, 2016), sendo assim, € necessaria uma
abordagem que privilegie uma formacao global, critico e reflexiva dos estudantes, que os
coloquem na posi¢cdo de co-construtores do conhecimento e ndo como meros expectadores
capazes de aplicar o conhecimento em diferentes contextos (PONTE, 2014). Além disso, as
dificuldades dos estudantes com a Matematica escolar refletem no seu desempenho em
diferentes disciplinas do Ensino Superior (CASTRO, 2008; FARIAS, 2015), em especial,
aquelas que abordam conceitos que envolvem o CDI (VERZOSA et al., 2014; HITT,;
GONZALEZ-MARTIN, 2016; TREVISAN; MENDES, 2018).

Diante desse cendrio, destacamos que uma pratica de ensino que privilegie abordagens
metodoldgicas em que o aluno participe ativamente dos processos de ensino e de
aprendizagem dos conceitos de CDI pode contribuir para o rompimento da abordagem de
“ensino direto”, ou ao menos, propor alternativas para uma nova abordagem (JONES;
WATSON, 2017; TREVISAN; MENDES, 2018; WAGNER, 2018; RAMOS; TREVISAN;
MENDES, 2019; RIBEIRO; PAULIN, 2020). Por este motivo, o trabalho em sala de aula, que
privilegia o desenvolvimento e a aplica¢do de tarefas matematicas, pode favorecer a discussao
de conceitos matematicos entre os estudantes, sempre fomentados pelo professor, e contribuir
para o processo de aprendizagem deles em um ambiente diferente do usual (TREVISAN;
MENDES, 2018; RAMOS; TREVISAN; MENDES, 2019; RIBEIRO; PAULIN, 2020). Na
literatura, observamos que em consequéncia do trabalho com tarefas matematicas, aliado a
uma pratica de ensino que privilegie o envolvimento dos estudantes com as tarefas, bem como
permita as discussdes coletivas e interacdes entre todos os envolvidos, observa-se o
surgimento de oportunidades de aprendizagem aos estudantes (HEYD-METZUYANIM;
TABACH; NACHLIELI, 2016; YACKEL; COBB; WOOD, 1991).

Com base nas pesquisas que temos desenvolvido relacionadas aos processos de ensino
e de aprendizagem de CDI, consideramos que uma metodologia de ensino pautada no uso de
tarefas matematicas exploratorias pode possibilitar aos estudantes o refinamento de
concepgdes intuitivas e de conhecimentos prévios, bem como estabelecer relagdes entre 0s
novos conceitos matematicos (RAMOS; TREVISAN; MENDES, 2019; TREVISAN;
MENDES, 2018). Além do mais, observamos que tal metodologia pode propiciar certo
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envolvimento dos estudantes no desenvolvimento das tarefas, resultando na construgdo do
conhecimento matematico, sempre priorizando a discussao e a sistematizacdo dos conceitos,
além de possibilitar uma vivéncia diferenciada durante a disciplina, por meio de discussoes
coletivas (RIBEIRO; PAULIN, 2020).

Considerando tal problematica, discutimos neste artigo uma abordagem de ensino
exploratério que privilegia o uso de tarefas desenvolvidas no contexto do ensino superior e
temos por objetivo identificar oportunidades de aprendizagem experimentadas por estudantes
da disciplina de Funcgoes de Uma Variavel (FUV), quando estes desenvolvem tarefas
matemadaticas exploratorias relacionadas ao cdlculo de drea de regioes planas como
ferramentas introdutorias ao conceito de Integral Definida e compreender como essas
oportunidades favoreceram os processos de ensino e de aprendizagem deste conceito.

Para tal, elencamos duas questdes de pesquisa que buscamos responder no artigo: (i)
quais conhecimentos matematicos prévios sdo mobilizados pelos estudantes a partir do
desenvolvimento das tarefas matematicas exploratérias para a introducdo ao estudo do
conceito de Integral Definida? (i1) como se deram os processos de ensino e de aprendizagem
do conceito de Integral Definida, quando estudantes trabalham em um ambiente de ensino
exploratorio? Desta forma, a primeira questao parece-nos permitir analisar quais conceitos os
estudantes mobilizaram, por meio das tarefas matematicas exploratdrias € como estes sao
pertinentes ou importantes para a constru¢do do conceito de Integral Definida e, com a
segunda questdo, o foco se coloca em, a partir de uma abordagem de ensino exploratdrio,
levantar quais potencialidades, limitagdes, erros, e explicar como esses podem ter contribuido
para que os estudantes construissem o conceito de Integral Definida.

O contexto no qual a pesquisa foi realizada e os dados foram recolhidos insere-se em
uma disciplina de Func¢des de Uma Variavel (FUV), de uma universidade publica no estado de
Sao Paulo, l6cus no qual se deu o processo de ensino exploratério realizado. Vale destacar
que, de maneira mais ampla, nosso estudo aborda tarefas matemadticas exploratérias que
contemplam os conceitos de Derivada, de Integral e o Teorema Fundamental do Célculo
(TFC). Entretanto, no presente artigo, especificamente, focamos nas tarefas que abordaram o
calculo de area de regides planas e na aula que privilegiou e possibilitou a introdu¢do do
conceito de Integral Definida de uma fun¢do aos estudantes universitarios, como explicado
anteriormente.

No que segue, apresentamos o referencial tedrico-metodoldgico que fundamenta nossa

% Para maior aprofundamento sobre o processo de desenvolvimento e aplicacdo das tarefas matematicas consultar
Ribeiro e Paulin (2020).
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investigacdo, assim como o contexto no qual o estudo foi desenvolvido, em especial,
destacando os aspectos particulares da tarefa matematica sobre o célculo de areas de regides
planas para a introducao do conceito de Integral Definida. Passamos as analises dos dados e,

ao final, trazemos as conclusdes do artigo, momento no qual apresentamos as respostas as

nossas questoes de pesquisa e, em seguida, consideragdes finais e encaminhamentos futuros.
Enquadramento Tedrico

Nesta investigacdo problematizamos aspectos inerentes aos processos de ensino e de
aprendizagem de CDI, focando especificamente no conceito de Integral Definida, em um
ambiente de ensino exploratdério que nos permite propiciar aos estudantes diferentes
oportunidades de aprendizagem relacionadas a tematica investigada. Por este motivo, nesta
secdo, dialogamos com diferentes pesquisadores em Educacdo Matematica que fundamentam

nossa pesquisa e nos ajudarao no processo de analise dos dados.

a) Os Processos de Ensino e de Aprendizagem de Célculo Diferencial e Integral

Muitos pesquisadores da area de Educacdo Matematica tém se dedicado a investigacédo
relacionada aos processos de ensino e de aprendizagem da Matematica no Ensino Superior.
Tematicas como o0s altos indices de reprovacdo, o baixo rendimento académico e as
dificuldades enfrentadas pelos alunos tém recebido atengéo especial (TREVISAN; MENDES,
2018), principalmente no que diz respeito aos conceitos de CDI, dada a importancia desta
disciplina no Ensino Superior, nas areas de ciéncias exatas, humanas e saude.

Apesar desta preocupacdo, a abordagem de ensino que prevalece na universidade esta
pautada no rigor imposto pela apresentacdo dos conceitos de CDI, bem como na resolucéo de
“[...] listas de exercicios de carater puramente algébrico e mecanico, sem levar em conta o
significado de tais conceitos” (RICHIT, 2010, p. 27). Assim, vemos que, de forma geral, as
aulas seguem o modelo “tradicional” de ensino, baseadas quase que unicamente na exposi¢ao
do conteudo e com pouco estimulo e favorecimento a criatividade e a aprendizagem dos
estudantes.

Além disso, quando os estudantes ingressam nas disciplinas que envolvem o0s

contetdos de CDI, geralmente apresentam

[...] caracteristicas oriundas de sua rotina de estudos na Educacdo Baésica,
tais como: falta de experiéncias anteriores com tarefas de carater
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investigativo; expectativa de aulas expositivas, sucedidas pela resolucdo de
tarefas similares aos exemplos apresentados pelo professor; concepgdes
equivocadas acerca de alguns conceitos matematicos (muitas vezes
decorridas do foco na mecanizacdo de processos, em vez de compreensdo e
atribuicdo de significado); habito de trabalhar, na maioria das vezes, de
forma individual, tendo dificuldade em expor e discutir suas ideias em grupo
ou para toda a sala (TREVISAN; MENDES, 2018, p. 213-214).

No que diz respeito as dificuldades com alguns conceitos de CDI, Verzosa et al.
(2014) enfatizam que, mesmo que 0s estudantes compreendam a relagdo entre as operagdes de
derivacdo e de integragdo, esta ndo ¢ uma condicdo que lhes garanta habilidades para
identificar a conexdo existente entre os conceitos de area e de taxa de variagdo, por exemplo.
Tais dificuldades estdo, em sua maioria, relacionadas ao conhecimento limitado que os
estudantes possuem em relacao ao conceito de fungdo; ao pouco entendimento acerca da ideia
de taxa de variagdo e acumulacdo; as poucas habilidades para trabalhar com o conceito de
covariacdo; e a falta de compreensdo da ordem na qual as duas “partes” do TFC sao
apresentadas em cursos introdutorios de Calculo (PONCE-CAMPUZANO, 2013).

Buscando por metodologias alternativas as comumente desenvolvidas nas aulas das
disciplinas matematicas do Ensino Superior — apresentacGes de definicdes, exemplos e
ilustracBes de conceitos presentes na ementa da disciplina, resolucdo de exercicios-tipo e
realizacdo de prova escrita — Trevisan e Mendes (2018) desenvolveram uma proposta de
ensino e de aprendizagem de CDI baseada em episddios de resolucao de tarefas, enfatizando
gue propostas nesta perspectiva precisam levar em conta os aspectos apontados pelas
pesquisas em Educacdo Matematica e diferirem das aulas centradas unicamente no livro
didatico.

Para esses autores, esta perspectiva de trabalho em sala de aula propicia que os
estudantes tenham papel ativo “trabalhando, quando possivel, em grupos e em tarefas ndo
precedidas de exemplos, que sejam desencadeadoras de discussdes e que contribuam para
elaboragdes conceituais” (MENDES; TREVISAN, 2018, p. 211).

Nesse sentido, investigando e refletindo acerca dos aspectos destacados acima,
identificamos no ensino exploratério uma oportunidade para criar um ambiente de ensino e
aprendizagem” de conceitos de CDI que privilegie o resgate de conhecimentos anteriores, o
trabalho em grupos e a construcdo do conhecimento por meio da exploracéo e discussdo com

0S pares.

* Ambiente de ensino e de aprendizagem ¢ entendido nesta pesquisa como “[...] um lugar previamente
organizado para promover oportunidades de aprendizagem e se constitui de forma Gnica na medida em que é
socialmente construido por alunos e professores, a partir das interacdes que estabelecem entre si e com as demais
fontes materiais e simbolicas do ambiente” (MOREIRA, 2009, p. 40).
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b) Ensino Exploratério

No caso de nossa investigacdo, a intervencdo educacional aconteceu por meio da
elaboracdo e aplicacdo de tarefas matematicas fundamentadas nos aspectos destacados por
Ponte (2005; 2014), por meio dos quais a pratica docente envolve o planejamento da unidade
didatica, em que o professor desenvolve uma estratégia de ensino que pode ser (i) direta,
privilegiando a aula expositiva e a resolucdo de exercicios, ou (ii) ensino-aprendizagem
exploratdrio, que tem como principal caracteristica o fato de o professor ndo explicar tudo,
“mas deixar uma parte importante do trabalho de descoberta e de construgao do conhecimento
para os estudantes realizarem” (PONTE, 2005, p. 13). Assim, a pratica docente baseada em
tarefas enfatiza a discusséo professor-estudantes e estudantes-estudantes.

Ponte (2005) recomenda que sejam propostas aos estudantes diferentes tarefas, pois
cada tipo exerce uma func¢do especifica na aprendizagem. Para ele, as farefas fechadas —
comumente, conhecidas como exercicios e problemas — s3o importantes para o
desenvolvimento da capacidade de relacionar de forma precisa a informagdo dada. J& as
tarefas abertas — exploragdes e investigagdes — auxiliam os estudantes a desenvolverem a
capacidade de lidar com situagdes complexas, interpretando-as matematicamente. Além destas
tarefas, Ponte (2005) apresenta as tarefas com um grau de desafio reduzido, que se
caracterizam por favorecer o sucesso dos estudantes e promover sua autoconfianga e as
tarefas mais desafiantes, caracterizadas por problemas e investiga¢do, que proporcionam ao
estudante uma experiéncia matematica mais profunda.

A seguir, apresentamos a Figura 1, que traz um diagrama que nos auxilia e resume de

forma sucinta a natureza das tarefas:

Figura 1: Natureza das Tarefas Matematicas

Desafio reduzido

A

Exercicio Exploracdo

Fechado <+ *» Aberto

Problema Investigagdo

v

Desafio elevado

Fonte: Ponte (2005, p. 8)

Logo, por meio da proposicdo de tarefas, tem-se por objetivo apoiar a aprendizagem

dos estudantes envolvidos, e “sdo usualmente (mas ndo necessariamente) propostas pelo
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professor, mas, uma vez propostas, tém de ser interpretadas pelo aluno e podem dar origem a
atividades muito diversas (ou a nenhuma atividade)” (PONTE, 2014, p. 14-15). Nesse
contexto, a tarefa conduz os estudantes ao desenvolvimento de diferentes atividades e na
direcao de sua resolucdo. Com isso, “a aprendizagem resulta da atividade, ndo das tarefas, € o
mais determinante sdo sempre as atitudes e concepc¢des dos atores envolvidos” (PONTE,
2014, p. 15).

De acordo com esta abordagem de ensino exploratorio, as tarefas propostas visam
“[...] fornecer um processo consistente de aprendizagem, que facilite a construgdo de
conceitos e a compreensdo de procedimentos e que alargue o conhecimento de representacées
relevantes e de conexdes entre a Matematica e outras areas” (PONTE et al., 2015, p. 112).
Além disso, as tarefas matematicas podem ser caracterizadas como “uma oportunidade de
trabalhar certos conceitos e procedimentos matematicos” atendendo a “aspectos fundamentais
da aprendizagem relacionados com o modo como o aluno constréi 0 seu conhecimento
trabalhando em diversos contextos” (PONTE, 2014, p. 26).

Em uma abordagem de ensino exploratério (PONTE et al., 2017), nota-se que o foco
estd na atividade que o estudante realiza mediado pela tarefa matematica proposta e, ainda,
envolve uma forte componente de discussdo (STEIN; ENGLE; SMITH; HUGHES, 2008),
que favorece a argumentacdo matematica e leva a descobertas e construgdo de conjecturas. A
primeira fase de uma aula exploratéria € determinante (PONTE; BROCARDO; OLIVEIRA,
2013) e, dela, dependem todas as demais fases, tendo em vista que é necessario que 0s
estudantes entendam a tarefa e o que esta sendo solicitado a eles. Na fase de realiza¢do da
tarefa, cabe ao professor apoiar o trabalho dos estudantes, buscando perceber as necessidades
de cada grupo e diversificando suas intervencées (CHRISTIANSEN; WALTHER, 1986). Por
fim, na fase de discussdo da tarefa, € o momento em que estudantes compartilham suas
resolucdes sob a orquestracdo do professor (STEIN et al., 2008), o qual deve gerir este

momento de modo a propiciar sistematizacdo e fechamento para as discussoes.
Pressupostos Metodologicos, Contexto de Investigacdo e Tarefas Matematicas
A investigagdo que apresentamos neste artigo fundamenta-se na metodologia de

pesquisa qualitativa-interpretativa (ESTEBAN, 2010), por meio da realizacdo de agdes de

intervencgdo didatica, principalmente, junto aos estudantes da disciplina de Fungdes de Uma
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Variavel (FUV), oferecida ao Bacharelado Interdisciplinar (BI)® de uma universidade publica
do estado de Sao Paulo, privilegiando os processos de aprender e de ensinar conceitos de CDI.

Com base em nosso objetivo de investigacdo, propomos uma pesquisa inspirada nos
métodos da investigacdo baseada em design (IBD) (PONTE et al. 2016). Trata-se de uma
abordagem de pesquisa em que sdo estudadas “[...] intervencdes educacionais tendo em vista
promover certas aprendizagens ou mudancas sistematicas e compreender 0S processos que
lhes estao subjacentes” (PONTE et al., 2016, p. 77).

Nessa perspectiva, tendo identificado o problema de investigacdo, em nosso estudo, as
oportunidades de aprendizagem do conceito de Integral Definida, passamos ao
desenvolvimento da “[...] interven¢do que deve ser materializada por meio de algum tipo de
produto educacional. Este, passa pelo processo de analise e refinamento, de modo que, ao fim
da investigacdo, possa ser utilizado por outras pessoas em outros contextos” (BARBOSA;
OLIVEIRA, 2015, p. 530). No caso de nossa investigacdo, a intervengdo educacional
aconteceu por meio da elaboracdo e aplicacdo de tarefas matematicas exploratérias tomando-

se 0s principios e fundamentos da abordagem de ensino exploratério (PONTE, 2005, 2014).

a) Tarefas Matematicas sobre o Calculo de Area de Regies planas

Baseados nos pressupostos teodrico-metodolégicos elencados anteriormente, e
considerando que as producdes dos estudantes foram nossa principal fonte de dados para as
analises, julgamos essencial apresentar e explicitar o contetdo e a forma das tarefas
matematicas utilizadas em nosso estudo. Faremos isso na sequéncia.

Por ora, informamos que a turma da disciplina de FUV, na qual se deu nosso estudo,
era composta por 89 estudantes®, que trabalharam durante 4 sessdes de 2 horas cada. As
sessOes do IBD ocorreram na sala de aula da disciplina e foram conduzidas pelos autores
deste estudo, os quais atuavam como professores da disciplina. Os estudantes trabalharam em
duplas durante 6 horas e, na sequéncia, seguiu-se uma sessao plenaria de discussdo coletiva,
na qual os professores-pesquisadores promoveram a socializacdo das producgdes dos
estudantes e fomentaram o debate e a troca de ideias entre todos os participantes.

Retornando as tarefas matematicas exploratérias que elaboramos e aplicamos em

® Nesta universidade os “calouros” sdo admitidos para dois tipos de BI, o Bacharelado em Ciéncias e
Tecnologias (BC&T) e o Bacharelado em Ciéncias e Humanidades (BC&H). Apds a conclusdo de um dos
bacharelados interdisciplinares é que o estudante escolhe um outro curso para prosseguir, podendo escolher entre
cursos de engenharias, matematica (bacharelado e licenciatura), ciéncia da computagdo e cognicéo.

® Dos 89 estudantes matriculados, 69 concluiram a disciplina, sendo: 21 do BC&T e 48 do BC&H. Para nosso
estudo optamos por analisar apenas as tarefas desenvolvidas pelos estudantes do BC&T, por serem aqueles que,
em geral, prosseguem em carreiras profissionais ligadas a Matematica.
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nosso estudo, as mesmas envolveram o0s conceitos de Derivada, Integral e Teorema
Fundamental do Calculo. Entretanto, neste artigo discutimos a tarefa que abordou o célculo de
area de regides planas para a introducdo do conceito de Integral Definida e Integral Definida e
que, diferentemente das demais, foi desenvolvida com os estudantes antes da introducgéo
destes conceitos em sala de aula. Com esta tarefa tivemos por objetivo promover uma reflexé&o
e discussdo inicial sobre o problema de célculo de &rea, para a introdugdo do conceito Integral
Definida, uma vez que a interpretacdo deste conceito € de grande valia para compreender o
conceito de Integracdo em contextos de aplicacdo, como por exemplo na Fisica e Engenharias
(WAGNER, 2018; JONES, 2015). De modo geral, trabalhamos com o conceito de calculo de
area de uma regido limitada pelo gréfico de uma funcdo e o eixo x em um determinado
intervalo, sendo que a tarefa matematica exploratoria foi dividida em trés momentos.

Primeiramente, trabalhamos com as diferentes possibilidades do calculo de area de
uma regido limitada pelo gréfico da funcdo constante e o eixo x em um determinado intervalo
(Tarefa 1 — ver Figura 2). Nesta tarefa foi apresentado aos estudantes a representacéo grafica
da funcdo constante f(x), solicitando que eles identificassem sua lei algébrica e dominio.
Posteriormente, pedimos que apresentassem duas maneiras diferentes de se calcular a area da
regido plana limitada pelo grafico de f(x) e pelo eixo x no intervalo em que a funcéo estava
definida.

Figura 2: Tarefa sobre o célculo da regido limitada pelo gréfico da funcdo constante e o eixo x

Tarefa 1: Considerando o grafico a seguur:

fix)

a) Escreva a let algébnca da fungdo f(x) ¢ o determine o dominio desta fungao;

b) Calcule a drea da figura himitada pelo grifico da funcdo e pelo eixo x, no intervalo em
que a funciio esti definida

¢) Calcule novamente a area da figura descrita no item b, utilizando-se de procedimentos
distintos daqueles utihzados no item anterior

Fonte: Elaborado pelos autores

Na segunda parte (Tarefa 2 — ver Figura 3), tratamos das diferentes maneiras de se
calcular a area da regido limitada pelo grafico de uma fungédo linear e 0 eixo x em um
determinado intervalo. Nesta parte da tarefa matematica exploratoria foi apresentada aos

estudantes a representacdo grafica da funcdo h(x) em um determinado intervalo e, em
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seguida, questionamos quais eram as possiveis maneiras de se determinar a area da regido
limitada pelo grafico da funcdo h(x) e pelo eixo x, no intervalo em que a funcéo estava

definida.

Figura 3: Tarefa sobre o calculo da regido limitada pelo grafico da funcéo linear e 0 eixo x

Tarefa 2: Considerando o grafico da fungio h(x) = 2x. no intervalo de [2.6], a seguir:

a) Calcule a area da figura limitada pelo
10| / grafico da fungdo e pelo eixo x. no
mtervalo em que a fungio estd

definida.

b) Calcule novamente a area da figura
descrita no item a, utilizando-se de
procedimentos  distintos  daqueles
utilizados no itefn anterior.

Fonte: Elaborado pelos autores

Finalmente, na terceira parte (Tarefa 3 — ver Figura 4) abordamos a possibilidade de se
calcular a area da regido limitada pelo grafico de uma funcdo quadratica e o0 eixo X em um
determinado intervalo, por meio da divisdo da regido em quatro e oito retangulos,
respectivamente, abordando assim, implicitamente, o conceito de Integral Definida para o
calculo de éareas. Solicitamos aos estudantes que construissem a representacdo grafica da
funcdo g(x) = x? em um papel quadriculado, visando facilitar o processo de construgéo dos
retdngulos para a determinacdo da area. Além disso, pediamos que calculassem a area da
figura limitada pelo gréfico da funcdo g(x) no intervalo de [0,4] e o eixo X, sem sinalizar
nenhum tipo de procedimento para este calculo. Apds isso, apresentamos a possibilidade de se
calcular a area da figura limitada pelo grafico da funcdo g(x) no intervalo de [0, 4] e o eixo X,
a partir a insercdo de retdngulos de mesma medida de base abaixo do gréfico da funcdo. A
partir disso, questionamos qual era a soma das areas dos retangulos.

Apo0s calcularem a somatoria da area da regido limitada pelo gréfico da fungdo g(x)
no intervalo de [0, 4] e 0 eixo x, a partir de quatro e de oito retangulos, questionamos se era
possivel estabelecer alguma relacdo entre os procedimentos utilizados e os valores das areas.
Perguntamos, ainda se, a partir dos procedimentos desenvolvidos, seria possivel calcular o
valor exato da area formada pelo grafico da funcdo g(x) no intervalo de [0, 4] e o eixo X, €
por fim, solicitamos aos estudantes para destacarem o que aconteceria com 0 numero de
retdngulos necessarios para o célculo de tal area.
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Figura 4: Tarefa sobre o célculo da regido limitada pelo grafico da fun¢do quadréatica e o eixo x

Tarefa 3: Seja g a funciio definida por g(x) = xZ-

a) Construa o grifico da funcio g(x) no intervalo [0,4];

b) Descreva um procedimento para determinar a drea da figura limitada pelo grafico da fungio
g(x) = x? no intervalo [0,4] e 0 eixo x. Qual o valor da 4rea da figura?

¢) Um outro procedimento para o célculo da drea desta figura, constitui-se na inser¢fo de
retingulos de mesma medida de base abaixo do grafico da funcfio. No grafico construido no
item a, insira quatro retdngulos, de modo que preencha a figura limitada pelo grafico da
funcdio g(x) no intervalo [0.4] e 0 eixo x;

d) Determine as medidas da base, da altura e da area de cada retangulo construido no item c:

Retingulo Base Altura Area
Retangulo 1 (R1)
Retangulo 2 (R2)
Retangulo 3 (R3)
Retangulo 4 (R4)

¢) Dando continuidade ao procedimento do item ¢, calcule agora a soma das areas dos retangulos

R1, R2 R3 e R4, denommando esta soma como S4. (Dica: escreva o resultado utilizando-se de

.5‘4,: bl'h1+b2'hg+b3'hg+b4'h4);

Repita o mesmo procedimento desenvolvido nos itens c, d, e, tomando-se agora o numero de

retangulos igual a &;

Vocé consegue estabelecer alguma relagio entre os procedumentos utilizados para se

determmunar as medidas das areas S, e Sg?

h) Utilizando-se esse processo de construgio de retdngulos, seria possivel calcular o valor exato
da area formada pelo grafico de g(x) no intervalo [0,4] e o eixo x? Em caso afirmativo, o que
aconteceria com os retangulos necessarios para calcular a drea exata da figura?

Fonte: Elaborado pelos autores

]

=]
—

As tarefas matematicas propiciaram aos estudantes o desenvolvimento de atividades e
suas resolucdes foram tomadas como protocolos e fonte principal de dados para nossa
pesquisa. No entanto, cabe destacar que nos valemos da observagdo participante durante o
trabalho dos estudantes para recolher outros dados, que foram também utilizados para as
nossas analises. Logo, 0s protocolos produzidos pelos estudantes, alinhado as observagdes
recolhidas pelos professores-pesquisadores, foram analisados a partir de um movimento de
identificacdao das oportunidades de aprendizagens dos estudantes ao desenvolverem as tarefas

e da forma como tais oportunidades se relacionavam com o ensino exploratorio.

Protocolos dos Estudantes e as Oportunidades de Aprendizagem

Aqui apresentamos uma andlise das atividades desenvolvidas pelos estudantes a partir
das tarefas matematicas propostas sobre o calculo de area de regides planas para a introducéo
do conceito de Integral Definida. O fato de termos desenvolvido uma tarefa que privilegiava

conteudos vistos anteriormente pelos estudantes na Educacé@o Basica propiciou aos estudantes
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um bom desempenho durante as tarefas para o célculo de éarea, o que serd explorado com
detalhes ao longo desta segéo.

Identificamos que os estudantes facilmente calcularam a area da regido delimitada pela
representacdo gréafica da funcdo constante e o eixo x no intervalo [1,5] — um reténgulo,
multiplicando a medida da base pela medida da altura. Entretanto, ao serem questionados
sobre uma maneira diferente de se calcular esta mesma area, alguns estudantes optaram por
dividir este retdngulo em quadrados de lado igual a uma unidade e calcular a area total, a
partir da soma da area de cada um dos quadrados, ou dividir este retdngulo em dois triangulos.
A dificuldade que prevaleceu nesta tarefa foi a determinacdo do dominio da funcéo constante,
ja que os estudantes destacaram o dominio apenas como todos 0s nUmeros reais, ao invés de

limitar o intervalo (ver Figura 5).

Figura 5: Protocolos das duplas Ana e Pamela e Henrique e Mikael para a Tarefa 1

Fonte: Dados da pesquisa

Na segunda parte da tarefa (Tarefa 2 — Figura 3), que questionava diferentes maneiras
de se calcular a area da regido limitada pelo grafico de uma funcdo linear e 0 €ixo X no
intervalo [2, 6], os estudantes optaram por desenvolver o calculo da area, primeiramente
dividindo a figura em um retangulo e um triangulo, calculando a area de cada uma dessas
figuras e encontrando a area total (area do trapézio), por meio da soma das areas encontradas.
Além disso, outros estudantes desenvolveram diretamente o célculo por meio da area do
trapézio (ver Figura 6).

Destacamos que apesar de terem identificado que o quadrilatero presente na regido
limitada pelo gréafico da fungdo linear e o eixo x no intervalo [2, 6] ter lados iguais, apenas
duas duplas 0 nomearam como quadrado, sendo que a maioria das duplas o nomeou de
retdngulo (ver Figura 6). Acreditamos que isto se deve & apresentacdo do gréfico da fungéo
linear ter sido desenvolvido fora de escala, e neste caso, visualmente, a figura se aproximava

de um retangulo.
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Figura 6: Protocolos das duplas Guilherme e Fébio e Luan e lan para Tarefa 2

Fonte: Dados da pesquisa

Na Figura 7, explicitamos o uso do conceito de Integral Definida para o célculo da
area das regides constituidas pelos graficos das funcdes e o eixo x das tarefas matematicas
propostas, identificamos que os estudantes utilizaram este conceito para propor uma maneira
diferente de se calcular a area. No caso da Tarefa 1, alguns deles calcularam primeiramente a
area usando o conceito de Integral Definida e, quando questionados sobre uma nova maneira
de se calcular a area, identificaram se tratar de um retangulo e que poderiam calcular a area

multiplicando a medida da base pela medida da altura:

Figura 7: Protocolo das duplas Henrique e Mikael e Juliana e Lucas para a Tarefa 1

&) M =23 . D:izx>s
By A 4| Neaa/l \
) he Jlndy = 13z = (35)- (3.4) -12

) As b)) 2 (5-9) 3= U2 =12

P RESER o

Fonte: Dados da pesquisa

E possivel observar este fato também nas Tarefas 2 e 3 (ver Figura 6), em que as
duplas optaram por realizar o calculo aplicando o conceito de Integral Definida. O uso deste
conceito para o calculo de areas de figuras geométricas planas pode ser creditado ao fato de
muitos estudantes ja terem cursado a disciplina uma vez ou mais’, ou seja, ja haviam
estabelecido algum contato com a aplicagdo do conceito de Integral Definida para o calculo
de area de regides planas. Alem disso, estando em uma disciplina que aborda este conceito, ¢é
compreensivel que os estudantes, que ja tenham tido contato com o conceito de Integral

Definida, o utilizem para resolver uma tarefa como a que foi proposta, mesmo que este ainda

" No caso da disciplina de FUV, contexto de nossa investigacdo, 17 estudantes ja haviam cursado esta disciplina
pelo menos uma vez.
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ndo tivesse sido abordado em sala de aula.

Tratando especificamente da Tarefa 3, em que apresentamos a possibilidade de se
calcular a area da figura limitada pelo grafico da funcédo quadratica e o eixo x no intervalo de
[0, 4], a partir a insercdo de retdngulos de mesma medida de base abaixo do gréfico da funcéo,
na Figura 8 trazemos as construcGes de duas duplas de estudantes, pois notamos que eles
trabalharam com retangulos cujas alturas ultrapassavam o gréafico, fato que traria um valor da

medida da area acima do valor da area real:

Figura 8: Esbogo do grafico da fungdo quadratica desenvolvido pelas duplas Isabela e Davi e Heber e
Gustavo para a Tarefa 3

Fonte: Dados da pesquisa

Outro fato que também chamou a atencdo na Tarefa 3 foi a dificuldade dos estudantes
para a determinacdo do valor da medida da base dos retangulos, que seriam inseridos abaixo
do grafico da funcdo quadratica. Acreditamos que isto se deve a funcdo fornecida aos
estudantes (g(x) = x?) e ao intervalo iniciar em 0, ou seja, o primeiro retangulo teria medida
de base igual a 1 e medida da altura igual a 0. Isto também nos ajuda a compreender o fato de
alguns estudantes terem optado por inserir retangulos que ultrapassassem o grafico da funcéo,
sendo assim um retangulo com medida de base igual a 1 e medida da altura igual a 1.

Com o desenvolvimento das tarefas, pudemos perceber que parte dos estudantes
chegou & compreensdo da ideia intuitiva do conceito de Soma de Riemann® (Figura 9),

percebendo que quanto maior a quantidade de retangulos inseridos abaixo do gréafico de uma

8 Aqui tratamos o conceito de soma de Riemann como uma soma de “pedacos muito pequenos” ou
infinitesimais, de modo que os pedagcos infinitesimais sdo tidos como um produto do valor de alguma funcdo e
uma alteragdo infinitesimal (“muito pequena”) na varidvel independente da funcdo ao longo de um determinado
intervalo de integragdo. Além disso, assumimos uma fungéo continua e com valor real de uma Unica variavel.
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fungdo, mais proximo se esta do valor exato da area da regido plana.

Figura 9: Protocolo das duplas Isabela e Davi, Heber e Gustavo e Luan e lan para os itens g ¢ h da
Tarefa 3
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Fonte: Dados da pesquisa

Consideramos que o nivel de dificuldade das tarefas matematicas evoluia a medida
que os estudantes avancavam em seu desenvolvimento, de modo a chegar ao calculo de areas
abaixo do grafico da fun¢do, em que a regido plana ndo tivesse um formato conhecido para o
calculo de area, e necessitariam de outros recursos. Esta estrutura da tarefa reflete o bom
desempenho dos estudantes em seu desenvolvimento, tendo em vista as diferentes estratégias
corretas de resolugdo apresentadas pelos estudantes, tanto em relacdo ao calculo da éarea da
regido que se formava sob a representacdo grafica da funcao constante em um certo intervalo
— um retangulo, quanto no que se refere a regido abaixo da funcdo linear no intervalo
estabelecido.

Diante das analises apresentadas, as quais, em especial, consideraram os momentos em
que os estudantes estavam reunidos em duplas, destacamos que o trabalho com as tarefas
matematicas exploratorias sobre o calculo de drea de regioes planas para a introdugdo do
conceito de Integral Definida permitiu que os estudantes mobilizassem alguns conhecimentos
matemadaticos prévios como: (1) o calculo de area de figuras geométricas planas (retdngulo,
quadrado, triangulo, trapézio); (i1) a interpretagdo e construgao de representagdes graficas das
funcdes constante, linear e quadratica; (iii) determinacdo do dominio das fun¢des; bem como

(iv) o proprio conceito de Integral Definida, que foi utilizado por algumas duplas para os
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calculos de area.
Além disso, considerando-se a abordagem de ensino adotada em nosso estudo, apos o

desenvolvimento das tarefas matematicas exploratdrias com os estudantes trabalhando em
duplas, tivemos um momento de discussdo coletiva e formalizacao dos conceitos de Soma de
Riemann e Integral Definida em sala de aula. Nesse momento, que ocorreu em outra aula,
retomamos a discussdo das tarefas com os estudantes, apresentando possiveis solugdes para
cada uma delas, em especial, discutimos o calculo da area da regido formada pelo grafico da
fungdo quadratica e o eixo x no intervalo proposto.

Utilizando o software Geogebrag, inserimos retangulos abaixo do grafico de g(x) =
x2 no intervalo [0, 4]. Calculamos os valores das areas para 4, 8, 16, 32, 64, 128, 1024
retdngulos (ver Figura 10), discutindo com os estudantes o que estava acontecendo, até que

chegassemos a conclusdo do problema de é4rea e introduzissemos o conceito de Integral

Definida. Assim, finalmente, calculamos a integral definida f:g(x) dx = f:xz dx =

21,33 u.a.

Figura 10: Representagio grafica da fungdo g(x) e céalculo da area no intervalo [0, 4]

A itwgraQ it = 21 33

Fonte: Elaborado pelos autores

Voltando nosso olhar para nossa pratica, este se mostrou um momento muito rico na
disciplina, pois pudemos vivenciar o empenho dos estudantes na participacdo e discussdo,
colocando seus pontos de vista e suas estratégias para a resolucao das tarefas propostas. Além
disso, pudemos identificar a satisfacdo dos estudantes em relacdo a metodologia utilizada para

a introdugdo do conceito de Integral Definida, desenvolvida por meio da tarefa introdutoria e

% O software Geogebra permite por meio de um comando que se calcule a area abaixo de curvas através da
insercdo de um numero definido de retangulos.
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posterior discussdao em sala de aula, favorecendo a compreensdo dos conceitos trabalhados.

Diante dos protocolos dos estudantes e analises apresentadas, podemos dizer que a
introducdo ao processo de constru¢do do conceito de Integral Definida por parte dos
estudantes, ao trabalharem em um ambiente de ensino exploratorio se deu de forma coletiva e
participativa, em que foram privilegiados (i) os conhecimentos anteriores dos estudantes; (ii)
o trabalho em grupo; (iii) as discussdes coletivas; e (iv) a constru¢do do conhecimento em
colaboragdo com os pares (professores e estudantes).

No que segue trazemos uma articulacdo dos aspectos enfatizados acima com o

referencial tedrico que sustenta nossa investigacdo, finalizando com nossas conclusdes,

encaminhamentos futuros e sugestdes de pesquisa.
Discussao dos Resultados e Conclusdes

Ao desenvolver as tarefas matematicas exploratdrias para o calculo de area de regides
planas (regido limitada pelo grafico de uma funcao e o eixo x em um determinado intervalo do
dominio desta fun¢do) tinhamos o intuito de introduzir os conceitos de Soma de Riemann e
Integral Definida. Para tal, levamos em consideracdo: situacdes distintas para o calculo de
area de uma regido limitada pelo grafico de uma fung¢do constante € o eixo x em um
determinado intervalo; diferentes possibilidades de se calcular a 4rea da regido limitada pelo
grafico de uma fungdo linear e o eixo x em um determinado intervalo; uma situagdo para se
calcular a area da regido limitada pelo grafico de uma fun¢do quadratica e o eixo x em um
determinado intervalo, utilizando-se da divisdao da regido em retangulos, com a finalidade de
se abordar, implicitamente, o conceito de Integral Definida para o célculo de areas de regides
planas e propiciar uma reflexdo acerca da ideia intuitiva do conceito de Soma de Riemann.

Podemos considerar que todo o processo realizado ao longo das 4 se¢des de trabalho,
caracterizou-se como oportunidades de aprendizagem para os estudantes (HEYD-
METZUYANIM; TABACH; NACHLIELI, 2016) e, ainda que ndo fosse o foco da pesquisa,
oportunidade de aprendizagem também para os professores-pesquisadores (RIBEIRO;
PONTE, 2019), uma vez que a introdugdo ao estudo do conceito de Integral Definida foi
caracterizada por um momento de interacao entre os estudantes e as tarefas, bem como, pelas
discussdes ocorridas entre os estudantes, e entre eles e os professores em sala de aula. Como
dito acima, tal abordagem também acarretou como uma oportunidade de ressignificacdo da
pratica docente para nos, professores-pesquisadores.

A pratica de ensino desenvolvida juntos aos estudantes da disciplina de FUV mostrou

456
RPEM, Campo Mourdo, PR, Brasil, v.10, n.21, p.440-462, jan.-abr. 2021.



-y,
revista

PARANAENSE
DE EDUCACAO

MATEMATICA

_— L

que a natureza das tarefas matematicas exploratérias propostas e a abordagem adotada pelos
professores conduziu os estudantes a uma nova dindmica no processo de aprendizagem e
propiciou a elaboragdo de respostas escritas, conjecturas e sistematizacdes a partir da
discussao com os pares (PONTE et al., 2016; JAWORSKI et al., 2016). Logo, salientamos
que o uso das tarefas matematicas ¢ a forma como foram trabalhadas com os estudantes
contribuiram para um “percurso de aprendizagem coerente” (PONTE, 2005, p. 18), uma vez
que permitiram (i) a constru¢do de conhecimentos matematicos acerca dos conceitos
abordados por parte dos estudantes; (i1) a compreensao dos procedimentos matematicos; (iii)
o dominio parcial das notacdes e das formas de representagdo relevantes acerca do conceito
de Integral Definida.

Entretanto, dificuldades como as que relatamos ao longo da apresentacdo dos
resultados ocorreram, pois a maioria dos estudantes nunca havia vivenciado este tipo de
experiéncia com tarefas exploratorias. Logo, enfatizamos que, com o passar do tempo, os
estudantes evoluem para responder aos questionamentos das tarefas, ja que reconhecem que
as respostas os ajudam na articulacdo do que pensam ou do que querem dizer (JAWORSKI et
al., 2016).

Além disso, entendemos que as dificuldades dos estudantes, como a ocorrida com a
Tarefa 3, quando da determinacdo do valor da medida da base dos retangulos que seriam
inseridos abaixo do grafico da funcdo quadratica (Figura 9), pode ter sido ocasionada por uma
limitagdo da propria tarefa, a qual, em uma nova versao, podera indicar um intervalo e/ou uma
fun¢do distintos dos que foram apresentados. Além disso, consideramos necessario, em uma
proxima versao, explorar tanto os retangulos inseridos abaixo do gréafico da fun¢do quanto os
retangulos cuja altura ultrapassa o limite do grafico da funcdo, a fim de que os estudantes
possam comparar os valores da area em cada situagao.

Destacamos, ainda, a importancia da discussdo do problema de calculo de 4rea para a
introducdo e compreensao dos conceitos de soma de Riemann e Integral Definida, uma vez
que os estudantes, em sua maioria, privilegiam a abordagem algébrica da Integral Definida em
detrimento da abordagem geométrica (WAGNER, 2018). Embora os estudantes estejam
familiarizados com a aplicagdo do conceito de Integral Definida para o céalculo de areas,
utilizando-se da soma de Riemann e de métodos de integragdo, muitos deles concluem os
cursos de Calculo sem conseguir interpretar a Integral Definida como uma soma (JONES,
2015).

Assim, ao olharmos para a pratica de ensino desenvolvida, consideramos a

importancia da formalizacdo e da sistematizagdo das ideias para a construcdo do
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conhecimento, visto que ¢ nesse momento que o estudante elabora uma relagdo entre os
calculos algébricos desenvolvidos, a representagdo geométrica e o conceito abordado,
culminando na producao de conhecimento acerca do conceito de Integral Definida. Logo, os
estudantes se reconhecem como autonomos € responsaveis por sua aprendizagem
(TREVISAN; MENDES, 2018).

No entanto, desenvolver uma pratica de ensino como a apresentada neste artigo
mostra-se como um desafio para os professores do ensino superior, uma vez que as condi¢des
reais de ensino nas universidades inviabilizam a realizacdo de um trabalho que privilegie as
tendéncias do ensino de Matemadtica privilegiadas pelos pesquisadores em Educagao
Matematica, como o ensino exploratorio, a resolugdo de problemas, a investigacdo ou a
modelagem matematica (RAMOS; TREVISAN; MENDES, 2019).

A titulo de conclusdo, percebemos que o uso de tarefas matematicas exploratorias,
como as que desenvolvemos com os estudantes em nosso estudo, pode colaborar com a
constru¢do do conhecimento matematico em relacdo ao conceito de Integral Definida e
introducao do conceito de Soma de Riemann. Creditamos esta construgdo a forma como estas
tarefas foram desenvolvidas e trabalhadas com os estudantes, ao privilegiar um design de
tarefa (CHRISTIANSEN; WALTHER, 1986) que buscasse resgatar conhecimentos anteriores
dos estudantes, bem como os levassem a construir novos conhecimentos, por meio de tarefas
e atividades a serem desenvolvidas, bem como com a discussio em duplas € com os
professores.

Com o desenvolvimento deste artigo objetivamos identificar se o trabalho com as
tarefas matemdaticas exploratorias sobre o cdlculo de darea de regioes planas para a
introdu¢do do conceito de Integral Definida permitiria aos estudantes a mobiliza¢do de
conhecimentos matematicos prévios. Nossas analises mostraram que os estudantes langaram
mao de conhecimentos construidos na Educagdo Basica, como: (i) o calculo de area de figuras
geométricas planas; (ii) representagdo grafica de diferentes fungdes; (iii) determinacdo do
dominio das fungdes; (iv) o proprio conceito de Integral Definida.

Buscamos ainda conhecer e compreender como se deram os processos de ensino e de
aprendizagem do conceito de Integral Definida por parte dos estudantes, ao trabalharem em
um ambiente de ensino exploratorio. A analise dos dados revelou que a experiéncia de ensino
propiciou aos estudantes a constru¢cdo do conhecimento matemdtico de forma coletiva e
participativa, em que foram privilegiados (i) os conhecimentos anteriores dos estudantes; (ii)
o trabalho em grupo; (iii) as discussdes coletivas; e (iv) a constru¢cdo do conhecimento em

colaborac¢do com os pares (professores e estudantes).
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Salientamos, outrossim, que a andlise das tarefas matematicas exploratorias, assim
como a vivéncia, a observagdo dos pesquisadores durante seu desenvolvimento e a aplicagao
das tarefas e da propria aula, revelou a necessidade de alguns ajustes, visando evitar novos
equivocos e ampliar a abordagem de alguns conceitos, como o conceito de Integral Definida.
Além disso, consideramos importante a elaboracdo de novas tarefas para a validagdo do
conceito de Integral Definida, a discussdo do conceito de Integral como soma e uma
abordagem das técnicas de integragao.

Por fim, enfatizamos que a pratica docente que privilegia uma abordagem diferenciada
para os processos de ensino e de aprendizagem dos conceitos de CDI, como por exemplo o
ensino exploratdrio, mostra-se como um desafio para os professores do ensino superior € para
pesquisadores em Educagao Matematica (TREVISAN; MENDES, 2018; HITT; GONZALEZ-
MARTIN, 2016). Aspectos relacionados a priorizagdo de ambientes fundamentados no ensino
exploratdrio, que abarque o desenvolvimento de tarefas exploratdrias e momentos de reflexao
(STEIN et al., 2008), tendo em vista os diferentes fatores que compdem o contexto do ensino
superior, como, por exemplo, a quantidade de estudantes em sala de aula e o curriculo, bem
como questionamentos acerca de como proporcionar experiéncias formativas que favorecam
aos professores do ensino superior o trabalho com tal abordagem (JAWORSKI et al., 2016),
mostram-se como desafio e questdes eminentes de pesquisa.

Logo, esperamos com os resultados de nosso estudo apresentados neste artigo, inspirar
professores do ensino superior e pesquisadores em Educacdo Matematica na criagdo de
ambientes de ensino e aprendizagem de CDI baseados no ensino exploratério, visando criar
uma possivel mudanga na dindmica dos cursos de Calculo e uma ressignificacdo da pratica

docente no ensino superior.
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