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Resumo: Neste artigo sdo apresentados aspectos e resultados de uma pesquisa de doutorado na qual
se investigou indicios de desenvolvimento do Pensamento Matemético Avancado (PMA) em
producgdes escritas de estudantes do primeiro semestre de um curso de Licenciatura em Quimica em
uma disciplina de Geometria Analitica e Algebra Linear, com o objetivo de destacar potencialidades
da trajetoria de aprendizagem construida no referido estudo para a compreensdo de contetdos de
Matrizes e Sistemas de EquacOes Lineares. Verificou-se por meio das analises que, durante o
desenvolvimento da trajetoria de aprendizagem, os estudantes participantes mobilizaram em suas
resolugdes os seguintes processos do PMA: representacdo simbolica, representacdo mental,
visualizagdo, intuicdo, mudanca de representacdo e traducdo, analogia, generalizacdo e sintese.
Concluiu-se que o ensino de conteldos de Matrizes e Sistemas de EquacGes Lineares por meio de
tarefas investigativas, com uma abordagem exploratéria considerando as dificuldades e o0s
conhecimentos prévios dos estudantes, pode proporcionar o desenvolvimento de processos do PMA,
contribuindo com a aprendizagem dos estudantes.

Palavras-chave: Trajetéria de Aprendizagem. Pensamento Matematico Avancado. Ensino-
Aprendizagem Exploratdrio. Matrizes e Sistemas de Equagdes Lineares.

POTENTIALITIES OF A LEARNING TRAJECTORY FOR
COMPREHENSION OF MATRICES AND LINEAR EQUATIONS
SYSTEMS CONTENTS IN A CHEMISTRY COURSE

Abstract: This article presents aspects and results from a PhD thesis on which was investigated
evidences of the development of Advanced Mathematical Thinking (AMT) in written productions of
undergraduate students from the first semester of course in Chemistry in a discipline of Analytical
Geometry and Linear Algebra, in order to highlight potentialities of the learning trajectory built in the
referred study for the comprehension of contents of Matrices and Linear Equations Systems. It was
verified through the analyzes that, during the development of the learning trajectory, the participating
students mobilized in their resolutions the following AMT processes: symbolic representation, mental
representation, visualization, intuition, representations switch and translation, analogy, generalization
and synthesis. It was concluded that the teaching of Matrices and Linear Equations Systems contents
through investigative tasks, with an exploratory approach considering difficulties and previous
knowledge of students, can provide the development of AMT processes, contributing to student
learning.
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Introducéo

Pesquisas na area da Educacdo Matematica apontam para o crescente numero de
estudantes do Ensino Superior que enfrentam obstaculos na aprendizagem da Matematica,
seja pela falta de dominio de conhecimentos matematicos prévios (BARROS; FERNANDES;
ARAUJO, 2016), seja pela falta de conexdo entre contelidos e de questionamento e
justificacdo de técnicas utilizadas para a resolucédo de tarefas (LUCAS et al., 2014).

Assim, é preciso que o trabalho em sala de aula priorize o desenvolvimento do
pensamento matematico do estudante, proporcione a troca de experiéncias e a justificacdo de
ideias por meio de momentos de reflexdo e discussdao com os pares, para que o estudo da
Matematica ndo se reduza a mera realizagdo “de procedimentos e algoritmos memorizados,
cheios de formalismos, e sem significado para o estudante” (KLAIBER, 2019, p. 64).

Nessa direcdo, a pesquisa de Klaiber (2019) propbe o desenvolvimento de uma
Experiéncia de Ensino pautada em duas perspectivas: uma relacionada aos processos
cognitivos mobilizados pelos estudantes durante o processo de aprendizagem de conceitos
matematicos, e a outra, voltada as tarefas, discussdes e acGes que compdem o ambiente de
sala de aula planejado pelo professor.

Segundo a autora, essas perspectivas se fundem na construcdo de um caminho de
aprendizagem em Algebra Linear capaz de proporcionar aos estudantes um ambiente de
aprendizagem favoravel para a mobilizacdo de conhecimentos prévios e a construcdo de
novos conceitos, e de propiciar ao professor uma maior compreensao de como se desenvolve
a aprendizagem e o pensamento matematico dos estudantes (KLAIBER, 2019).

No presente artigo apresentamos alguns aspectos e resultados de uma pesquisa de
doutorado da primeira autora, na qual se investigou indicios de desenvolvimento do
Pensamento Matematico Avancado (PMA) em produces escritas de estudantes do primeiro
semestre de um curso de Licenciatura em Quimica, em uma disciplina de Geometria Analitica
e Algebra Linear, com o objetivo de destacar potencialidades da trajetoria de aprendizagem
construida no referido estudo para a compreensdao de contetdos de Matrizes e Sistemas de
Equagdes Lineares.

Apresentamos, a seguir, as perspectivas do Ensino-Aprendizagem Exploratorio da
Matematica e do PMA, o contexto, os procedimentos metodoldgicos, bem como os resultados

e algumas consideragdes a respeito desse estudo.
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Um diédlogo entre o Pensamento Mateméatico Avancado e o Ensino-Aprendizagem

Exploratorio

Reconhecemos a necessidade de um trabalho em sala de aula que priorize a atividade
matematica do estudante proporcionando reflexdes, indagagdes e transposi¢des cognitivas que
Ihe auxiliem na resolugdo de problemas e na abstracdo de conceitos matematicos. Nesse
sentido, acreditamos que a compreensao de processos mentais desenvolvidos pelos estudantes
durante a construcdo e compreensdo do conhecimento matematico, possibilita ao professor
orientar acdes pedagdgicas e propor tarefas que desenvolvam o raciocinio e o pensamento
matematico.

Com esse proposito, nessa secao propomos uma discussdo acerca da teoria de Dreyfus
(2002) com relacdo ao desenvolvimento de processos mentais e da perspectiva do Ensino-
Aprendizagem Exploratério (PONTE, 2005), a qual tem como intengdo proporcionar a
reflexdo e a aprendizagem por meio da sele¢do, resolucéo e discussao de tarefas matematicas.

Para Dreyfus (2002), a aprendizagem frequentemente resulta do desenvolvimento de
uma sequéncia de tarefas durante as quais uma variedade de processos mentais ocorre e
interage. Segundo o autor, 0 estudo desses processos matematicos e psicoldgicos que ocorrem
na mente do estudante e interagem entre si corresponde ao estudo do Pensamento Matematico
Avangado (PMA).

Consoante ao autor, 0 PMA ndo estd presente somente no estudo da matematica
avancada, normalmente no Ensino Superior, mas também no desenvolvimento de um
pensamento mais complexo a respeito de conceitos matematicos elementares.

Dessa forma, Dreyfus e Eisenberg (1996) e Dreyfus (2002) apresentam diversos
processos mentais que ocorrem no pensamento matematico, como a intuicéo, a representacéo,
a visualizacdo, e a generalizacdo, dentre outros; contudo, Dreyfus (2002) classifica a
representacdo e a abstragcdo como 0s principais para 0 PMA.

O processo de representacdo, de acordo com Dreyfus (2002), possui trés subprocessos
principais: a representacao simbolica, a representagdo mental, e a visualizac&o.

Por meio da representacdo simbolica o individuo comunica, de forma escrita ou
falada, através de sinais e simbolos, o significado que ele atribui a um determinado conceito.

A representacdo mental diz respeito as diversas representacdes mentais que o
individuo pode possuir de um determinado conceito. Tais representacbes podem ser
concebidas por meio do processo de visualizagdo, que por sua vez, auxilia na geracdo e no

desenvolvimento da imagem de uma situacdo problema, atuando na andlise e na exploragéo
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do problema como uma ferramenta versatil para o raciocinio matematico.

Desse modo, o processo de visualizagdo possui estreita relacdo com o processo de
intuicdo, sendo este ultimo, o produto das imagens conceituais do individuo (DREYFUS;
EISENBERG, 1996).

O raciocinio visual ndo se limita apenas as situacbes geométricas pois, quando
resolvemos um problema matemaético necessitamos fazer o uso de diferentes representacdes
em paralelo. Desse modo, Dreyfus (2002) aponta outros dois processos relacionados ao
processo de representacdo: a mudanca de representacfes e traducdo entre elas, e a
modelacéo.

Para o autor, além de o individuo conhecer diferentes representacdes de um conceito, é
necessario que ele seja capaz de aplicar o conceito de forma flexivel em diferentes contextos e
problemas, movimentando-se entre as representacdes e escolhendo a(s) mais adequada(s), o
que descreve o processo de mudanca de representacdes e traducéo entre elas.

J4 a modelacdo se assemelha ao processo de representacdo mental, no entanto,
consiste na representacdo matematica de um processo ndo matematico, de um sistema externo
fisico.

O processo de abstracdo estd estreitamente relacionado aos processos de
generalizacdo e de sintese. A generalizacdo consiste na transicdo de casos gerais para casos
particulares, identificando pontos comuns para expandir dominios de validade, e a sintese,
consiste na combinacdo ou composicdo de partes do conhecimento de forma a constituir um
todo (DREYFUS, 2002).

No entanto, a abstracdo demanda do individuo um esfor¢co cognitivo maior, visto que
constitui um processo de construgdo de estruturas mentais a partir de propriedades e relagdes
entre objetos matematicos. Para Dreyfus (2002), um estudante alcanca um nivel avancado do
pensamento matematico quando abstrai situaces matematicas de forma consciente.

A Figura 1 ilustra como se relacionam os processos do PMA propostos por Dreyfus
(2002) e Dreyfus e Eisenberg (1996).
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Figura 1: Processos do Pensamento Matematico Avangado
PENSAMENTO MATEMATICO AVANGADO
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Fonte: adaptado de Klaiber (2019, p. 55).

Segundo Klaiber (2019), na Figura 1 sdo apresentados 0s processos e relacdes que se
mostram mais relevantes para a compreensdo do PMA, porém, existem outros processos e
relaces envolvidos nesse pensamento, como a descoberta, a classificacdo e a verificacdo que
também contribuem para a aprendizagem da Matematica.

Consideramos a relevancia de tais processos internos do individuo que ocorrem
quando o estudante interage com a tarefa produzindo conhecimento, porém, acreditamos que
a aprendizagem possui também um aspecto social, no qual a interacdo entre professores e
estudantes desempenha um papel fundamental na constru¢do do conhecimento matematico.

Nesse contexto, o Ensino-Aprendizagem Exploratério é uma perspectiva na qual se
prioriza o desenvolvimento do raciocinio matematico por meio de tarefas exploratérias e
investigativas, e de um ambiente de sala de aula no qual os estudantes possam discutir e
justificar ideias matematicas. Nesse ambiente, o professor deixa de assumir o papel de
transmissor do conhecimento e passa a ser mediador das discussdes e reflexdes dos estudantes
(PONTE, 2005).

Ponte (2005) propde trés fases que podem orientar o professor no planejamento de
uma aula pautada no Ensino-Aprendizagem Exploratério da Matematica: (i) a introducdo da
tarefa; (ii) a realizagdo da tarefa pelos estudantes; e (iii) a discussédo e sintese final das
aprendizagens.

Durante a introdugéo da tarefa o autor recomenda que o professor observe aspectos
relacionados a compreensdo da tarefa pelos estudantes e a adequabilidade dos recursos
utilizados. Na fase seguinte ocorre a realizacdo da tarefa, na qual espera-se que o professor
explore as intervencdes dos estudantes, aproveitando oportunidades para a introducdo ou

discussao de conceitos e procedimentos matematicos. Na ultima fase, ocorre a discussdo das
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resolucbes e a sintese dos conceitos e procedimentos abordados na resolucdo da tarefa, o
professor deve aproveitar esse momento da aula “para procurar que se clarifiquem os
conceitos e procedimentos, se avalie o valor dos argumentos e se estabelecam conexdes
dentro e fora da Matematica” (PONTE, 2005, p. 16).

Notamos entdo, que um ponto central para uma abordagem exploratéria da matematica
é a escolha e elaboracdo das tarefas que serdo trabalhadas em sala de aula.

Para auxiliar o professor nesse processo, Ponte (2005) sugere duas dimensdes
fundamentais para as tarefas: o grau de desafio matematico e o grau de estrutura. O primeiro
oscila entre reduzido e elevado, j& o segundo, esta relacionado a clareza dos objetivos da
tarefa, ao que € fornecido e ao que é indeterminado no enunciado da mesma, oscilando entre
fechada e aberta.

Os exercicios e exploracdes sdo classificados pelo autor como tarefas de desafio
reduzido, distinguindo-se de acordo com os conhecimentos prévios do estudante. Uma tarefa
na qual o estudante necessite desenvolver uma estratégia de resolucdo trata-se de uma
exploracdo (tarefa aberta), enquanto uma tarefa na qual o estudante conheca quais
procedimentos deve utilizar € um exercicio (tarefa fechada).

Os problemas e investigacOes constituem tarefas de desafio elevado que se distinguem
das demais por demandarem um maior nivel de envolvimento dos estudantes. Os problemas
sdo tarefas fechadas que objetivam a aplicacdo de procedimentos conhecidos; enquanto as
investigacOes sdo tarefas abertas nas quais o estudante, além de usar criativamente conceitos
ja conhecidos, desenvolve novos conceitos e estratégias (PONTE, 2005).

No Quadro 1 sdo elencadas potencialidades de cada um dos tipos de tarefas abordados
por Ponte (2005) no desenvolvimento de processos do PMA discutidos por Dreyfus (2002).

Quadro 1: Relagéo entre as Tarefas de Ponte (2005) e os Processos do PMA de Dreyfus (2002)
Ensino-
Aprendizagem

Pensamento Matematico

Exploratoério Avangadgo((l))zF)zEYFUS, Relacdes entre Tarefa e Processo/Subprocesso
(PONTE, 2005)
Tarefa Processo/ Subprocesso

Possibilitam que o aluno desenvolva o
Representacéo/ raciocinio matematico, reforce procedimentos

Exercicios Representacdo Simbolica | e desenvolva habilidades como a utilizacdo de
simbolos e sinais matematicos.

Representagio/ Fazem com que os alunos uFiI!zem a intuig:ao

Exploracdes Representacio Mental, para desenvolver uma estratégia de resolugéo,

propiciando a cria¢do de esquemas e quadros

Visualizagdo e Deducéo PO <
¢ ¢ de referéncias (representacio mental).
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Por meio da apresentagéo de diferentes
contextos auxiliam para que o aluno explore e
Representacdo/ relacione diferentes representacfes (como
Traducdo tabular, grafica e geométrica) de um conceito.
O computador pode ser uma ferramenta muito
atil para as exploracoes.
Possibilitam que os alunos estabelecam
relacdes entre dados e resultados (pois séo
fechados) e iniciem a transicao de casos
Representacdo e particulares para casos gerais, assim como
Problemas ~ R
Abstracdo/ Generalizagéo podem desenvolver subprocessos da
Representacdo como, por exemplo, a traducéo
de um enunciado em linguagem natural para
linguagem matematica.
Estimulam a formulacéo de questdes (pois séo
abertas) e exigem um maior esforgo cognitivo
Investigacdes Represenf[agéc_) e para que partes do conhecim(_ento sejam
Abstragdo/ Sintetizacdo combinadas formando o conceito como um
todo. Nesse caso, essas tarefas podem
contemplar todos 0s processos do PMA.

Fonte: Bussmann, Klaiber e Silva (2017, p. 12).

Com base no exposto, sob essa perspectiva dialdgica a respeito dos aspectos social e
individual da aprendizagem, compreendemos o Ensino-Aprendizagem Exploratério como
uma abordagem fecunda para o ensino da Matematica, capaz de potencializar o
desenvolvimento do PMA e a mobiliza¢do dos processos mentais relacionados.

Procedimentos metodoldgicos e contexto da investigacdo

No estudo de Klaiber (2019) investigou-se indicios de desenvolvimento do PMA em
producdes escritas de estudantes do primeiro semestre de um curso de Licenciatura em
Quimica de uma universidade publica federal no estado do Parand, na disciplina de Geometria
Analitica e Algebra Linear.

Tratou-se de um estudo qualitativo pautado na perspectiva do Design Research,
segundo a qual o pesquisador dispbe-se a “analisar a aprendizagem no seu contexto,
concebendo e estudando sistematicamente formas particulares de aprendizagem, estratégias e
instrumentos educativos de uma forma sensivel a natureza sistémica da aprendizagem,
educagdo e avaliacao” (MOLINA; CASTRO; CASTRO, 2007, p. 1, tradugdo nossa).

Para e elaboragcdo da trajetdria de aprendizagem desenvolvida na pesquisa, foram
selecionados contetdos de Matrizes e Sistemas de Equagdes Lineares, planejadas tarefas e
discussOes e antecipados possiveis erros e dificuldades dos estudantes.

A associacdo desses elementos, com base nas perspectivas tedricas do Ensino-
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Aprendizagem Exploratorio e do PMA, deu origem a nove episddios de ensino desenvolvidos
durante seis semanas. Apds a realizacdo de cada episodio, eram conduzidas analises
retrospectivas (STEFFE; THOMPSON, 2000) por meio das quais 0s episodios seguintes eram
replanejados e as tarefas readequadas.

Os dados coletados compreenderam a producgdo escrita dos onze estudantes que
participaram de todo o experimento, recolhida ao final de cada episddio; e as notas de campo
da professora-pesquisadora, elaboradas durante e apds cada episodio, descrevendo davidas,
discussoes e atitudes dos estudantes, bem como reflexdes a respeito da sua propria préatica.

Para a analise da producdo escrita foram examinadas todas as resolugdes de cada
questdo, que por sua vez, foram classificadas previamente como adequadas/corretas,
parcialmente adequadas/corretas ou inadequadas/incorretas.

Em seguida, a categorizacdo dos dados foi realizada a partir das caracteristicas de cada
um dos processos do PMA propostos por Dreyfus (2002) e Dreyfus e Eisenberg (1996) e das
habilidades e procedimentos relacionados a esses processos, listados no Quadro 2 a seguir.

Quadro 2: Critérios para a identificacdo dos processos do PMA
PROCESSOS DO PENSAMENTO MATEMATICO AVANCADO

Habilidades/Procedimentos
esperados/examinados/ considerados nas
resolucdes

Caracteristicas segundo Dreyfus e
Eisenberg (1996) e Dreyfus (2002)

- Comunicacdo de forma escrita ou | - Utilizar simbolos e/ou notagdes
falada, por meio de simbolos e sinais, do | matematicas para representar conceitos ou
conhecimento sobre um determinado | objetos matematicos; e/ou

conceito matematico.
- NotagBes matematicas, por meio das | - Compreender o significado de simbolos

Representacédo
Simbolica

guais ideias complexas ou processos | ou notagdes matematicas na
mentais podem ser fragmentados e | representacdo/interpretacdo de uma situagdo
representados por notagdes fisicas. matematica.

- Esquemas ou quadros de referéncias

lgc‘; criados internamente pelo individuo para
g © | lidar com o mundo exterior. - Associar  conceitos ou  objetos
@ S | - Forma como o individuo enxerga um | matematicos com operacdes algébricas ou
g = | conceito. aritméticas e métodos de resolucéo.
N - Pode ser gerada por meio da

visualizacao.

- Imagem mental de um conceito.
- Processo pelo qual as representacbes | - Gerar alguma imagem mental de um
mentais podem vir a ser. conceito e externalizd-la por meio de
- Auxilia na geracdo e gerenciamento da | esbo¢os ou esquemas para representar e/ou
imagem de uma situacdo problemética, | compreender  situagbes  matematicas,
ela esta intimamente ligada a andlise e | analisar e explorar problemas.

exploracdo do problema.

Visualizacéo
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- E o produto das imagens conceituais | - Utilizar conhecimentos matematicos
@ﬂ dos estudantes, assim, a medida que o | prévios para examinar situacdes
S estudante adquire mais experiéncia, ele | matematicas desconhecidas.
c passa de intui¢Ges iniciais, baseadas em
suas matematicas pré-formais, para
intuices formais, mais refinadas.
@ AT O
'g cfg’"’g - O individuo se movimenta entre as | - Transitar entre diferentes representacdes
o © 3 | diversas representagbes e sabe mudar de | matematicas de um mesmo conceito ou
T3 g representacdes em contextos diferentes, | objeto  matematico e escolher a(s)
§ §- o escolhendo a(s) representacdo(des) mais | representacdo(Bes) mais eficiente(s).

eficiente(s).
- Na modelagem o sistema externo é
fisico e 0 modelo matematico é uma | - Construir ou adequar um modelo

o
% estrutura mental, ou seja, consiste na | matematico a partir dos dados do enunciado
= representacdo  matematica de um | da questdo para estudar o comportamento
S processo ou objeto ndo matematico. de um processo.
2 - Semelhante ao processo de
representacdo mental (analogos).
o - Consiste na transicho de casos | - Reconhecer conceitos e  objetos
® particulares para casos gerais, é derivar | matematicos obtidos a partir de resultados
IS ou induzir a partir de casos particulares, | gerais; e/ou
S identificar pontos em comum, expandir
D dominios de validade. - Induzir, a partir de casos particulares,
R} - Nem sempre inclui a formacdo de um | obtendo resultados/métodos genéricos.
conceito.
- Encontrar semelhangas entre casos
especificos, abordando outros casos de | -  Abordar  situagdes  matematicas
© forma anéloga, até formular casos mais | semelhantes de forma analoga; e/ou
8 | gerais.
< - a compreensdo profunda de analogias | - Encontrar semelhangas entre casos
< possibilita aos estudantes transitar de | especificos.
casos mais gerais aos mais especificos
ou de casos especificos aos gerais.
- Consiste em combinar ou compor as
partes do conhecimento de forma a |- Utilizar conceitos e  contetdos
constituir um todo que, muitas vezes, | matematicos diversos para analisar e
§ equivale a mais do que a soma de suas | interpretar uma situagdo matematica; e
= partes.
1) - Separar as propriedades e relagOes | - Estabelecer relages entre propriedades e

comuns do objeto dos aspectos | conceitos matematicos.
especificos da representacao para formar
0 conceito abstrato.

Fonte: Klaiber (2019, p. 171).

Devido a escassez de espago, para este artigo apresentaremos a elaboracdo da tarefa de
um dos nove episodios de ensino realizados, bem como a analise da producédo escrita de uma
das questdes desse instrumento, com base nos pressupostos mencionados. Ao final do artigo,
apresentaremos os resultados obtidos por meio da analise de todos os episodios desenvolvidos

na pesquisa de doutoramento da primeira autora.
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A trajetoria de Aprendizagem

O desenvolvimento da Experiéncia de Ensino na pesquisa de doutoramento de Klaiber
(2019) deu origem a uma trajetéria de aprendizagem para contetudos de Matrizes e Sistemas
de Equac0es Lineares.

Tal trajetoria de aprendizagem é composta por uma prova escrita, por meio da qual
realizou-se um diagndstico das dificuldades, necessidades e interesses dos estudantes e foram
alinhados os objetivos de aprendizagem da professora-pesquisadora; e cinco tarefas, que
foram elaboradas com foco no desenvolvimento do PMA e aplicadas segundo os pressupostos
do Ensino-Aprendizagem Exploratorio.

A prova escrita foi resolvida no primeiro episodio de ensino e reaplicada no Gltimo
(nono) episodio. Por meio desse instrumento pode-se realizar um comparativo a respeito da
mobilizag&o dos processos do PMA ao inicio e ao final da trajetoria de aprendizagem.

No sexto episodio de ensino, desenvolvido no laboratério de informatica e com a
duragdo de 150 minutos, ocorreu a resolug¢do da tarefa intitulada “Representacdo geométrica
da solucdo de sistemas lineares”. Foram realizadas exploragdes por meio do software
GeoGebra, que possibilitaram aos estudantes trabalhar a dificuldade de se pensar Sistemas de
Equacdes Lineares por meio de representaces geometricas. Essa dificuldade foi observada na
analise da prova escrita mencionada e também em pesquisas como a de Jordao (2011).

As oito questdes que constituem a referida tarefa (Figura 2) abordaram os contetddos
de classificacdo e interpretacdo geométrica da solucdo de um Sistema de Equacdes Lineares, e
foram elaboradas com o objetivo de oportunizar ao estudante explorar e relacionar diferentes

representacdes para o conceito.
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Figura 2: Tarefa “Representacdo geométrica da solugdo de sistemas lineares”

b)

c)

a)
b)

c)

Responda: O que significa resolver um sistema linear?

Construa duas retas no Geogebra seguindo as instrugoes:

Crie seis controles deslizantes (por exemplo a, b, ¢, d, e, f), configure para que eles sejam
numeros “inteiros” e variem de -30 a 30.

Digite no campo “entrada” a equagdo ax+by=c. Note que a, b e ¢ {chamados coeficientes
da equagao) sdo os controles deslizantes criados.

Digite no campo “entrada” a equacdo ex+dy=f. Note que e, d e f (chamados coeficientes da
equacao) s3o os controles deslizantes criados.

Utilizando as retas construidas acima, verifique e comente a solugdo e a classificacao de
cada um dos sistemas lineares trabalhados na aula passada:

2x+3y = —2x+y=3 - 2x+3y=5
—x+4y =14 ) {bx—3y=5 ) {—4x—()y=—10

Abra um novo documento no Geogebra, va em “exibir” e selecione “janela de visualizacdo
3D". Construa trés planos seguindo as instrugdes:

Crie doze controles deslizantes com as mesmas configuragdes usadas no exercicio 2.
Digite no campo “entrada” a equagdo ax+by+cz=d. Note que a, b, ¢ e d (chamados
coeficientes da equacdo) s3o os controles deslizantes criados.

Repita o procedimento anterior para criar os outros dois planos, lembre-se de mudar os
nomes dos controles deslizantes para cada plano.

Mova os controles deslizantes de forma que os trés planos figuem paralelos distintos.
Anote as equacoes desses trés planos e compare-as,

Que tipo de soluc3o temos para este sistema de trés equacoes lineares?

Como podemos classificar esse sistema?

Mova os controles deslizantes de forma que as trés equacdes fiqguem multiplas.
O que aconteceu com os planos, qual a posicdo deles?

Que tipo de solugdo temos para este sistema de trés equagoes?

Como podemos classificar esse sistema?

Mova os controles deslizantes de forma que obtenhamos as equagdes de um sistema linear
com 3 equagdes e 3 incégnitas com uma Unica solugdo, ou seja, um Sistema Possivel
Determinado. Anote o sistema obtido.

Delete um dos planos construidos no Geogebra. Se formassemos um sistema linear com as
equacoes desses dois planos que restaram, quais tipos de solugao poderiamos obter para
esse sistema?

sdo capazes de mobilizar os seguintes processos do PMA: representacdo mental, visualizagdo,

Fonte: Klaiber (2019, p. 319).

Tais questdes constituem exploracgdes e investigacdes que, de acordo com o Quadro 1,

deducéo e mudanca de representacao e traducao, sintese e abstragao.

estavam dispostos em duplas em cada computador, uma cépia com as questdes e

A professora-pesquisadora iniciou a aplicacdo da tarefa entregando aos estudantes, que
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disponibilizando o tempo de 80 minutos para as resolugdes. Ela instruiu os estudantes para
que fizessem o uso do software GeoGebra quando necessario, anotando individualmente os
raciocinios e calculos utilizados para serem entregues ao final da aula.

Durante essa fase de resolucdo da tarefa, a professora-pesquisadora caminhou pela
sala, observando as discuss@es dos estudantes e auxiliando-os nas duvidas a respeito do uso
do software. A resolucdo das questbes de 1 a 7 ocorreu de forma tranquila, sem muitas
duvidas a respeito do enunciado da tarefa ou dos procedimentos que deveriam ser adotados.

No entanto, durante a resolucéo da questao 8 professora-pesquisadora observou que 0s
estudantes estavam com dificuldades na interpretacdo da representacdo grafica do sistema
obtido, tal representacéo apresentava uma reta como intersecdo dos dois planos.

Enquanto discutiam, um dos estudantes comentou a respeito da solucdo do sistema
linear: - N&o é SPI, pois os planos ndo sdo paralelos, e também néo é SPD, pois ndo tem um
ponto em comum... 0 que chamou a atencdo da professora-pesquisadora.

Terminada essa fase da aula, a professora-pesquisadora iniciou entdo a fase de
discussao e sintese das aprendizagens.

O dialogo a seguir, extraido de Klaiber (2019), ocorreu ao discutirem a resolucéo da
Questdo 8 e mostra uma parte das argumentacdes entre a professora-pesquisadora e dois
estudantes, A e B.

Professora: o que significa resolver um sistema linear? E no caso do sistema linear

gue vocés obtiveram?

Estudante A: buscamos um ponto em comum nos planos, esse ponto é a solucdo do
sistema.

Professora: e no caso dos planos coincidentes, o que aconteceu?

Estudante A: todos os pontos eram iguais, infinitos pontos em comum.

Estudante B: a solucdo era indeterminada.

Professora: e nesse caso 0 que aconteceu?

Estudante A: tem pontos em comum e tem pontos diferentes.

Professora: quantos pontos em comum?

Estudante A: ndo sei, infinitos? Entdo o sistema é possivel indeterminado!

Professora: isso mesmo!

O diélogo acima revela a importancia da fase de discusséo coletiva das resolucdes que,
nesse caso, possibilitou aos estudantes a reflexdo e a compreensdo do conceito de solucéo
possivel indeterminada (SPI) de um Sistema de Equacfes Lineares, além de estimular o
desenvolvimento de habilidades de comunicagéo e argumentacéo.

Na anélise dos registros escritos para essa questdo, foi observado que apenas dois

estudantes a resolveram adequadamente. Quatro estudantes apresentaram resolucGes
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inadequadas, visto que ndo obtiveram as equacdes do sistema linear, apenas elencaram as

possiveis classificacdes para a solu¢cdo do mesmo. Os demais estudantes deixaram a questdo
em branco.
Considerando os registros escritos e o exposto no Quadro 2, foi inferido que o0s

processos mobilizados pelos estudantes que resolveram adequadamente a questao foram:

- intuigdo, pois, utilizaram seus conhecimentos prévios a respeito de
Sistemas Lineares para resolver a questao;

- representacdo simbolica, pois, compreenderam o significado de simbolos
ou notagfes matematicas na representacdo e interpretacdo da situagdo
matematica;

- representacdo mental, pois, associaram o conceito de solu¢do de um
sistema linear com o tipo de solugéo representada geometricamente;

- analogia, pois, abordaram de forma analoga as solucBes de sistemas
lineares 2x2 e 3x3 (KLAIBER, 2019, p. 253).

Para os estudantes que resolveram a questdo de forma inadequada, foram encontrados
indicios da mobilizacdo do processo de intuicdo apenas, pois, eles listaram as possiveis
classificacfes para um Sistema de EquacOes Lineares.

Apds a analise de todas as questdes dessa tarefa, os processos do PMA identificados
foram: intuicdo, representacdo mental, representacdo simbdlica, mudanca de representacéo e
traducdo, analogia, generalizacdo e sintese. Tais processos foram mobilizados pela maioria
dos estudantes.

Foram relatadas pela professora-pesquisadora as seguintes potencialidades desse

episodio de ensino para o ensino e aprendizagem dos conteidos propostos:

A manipulacdo e visualizacdo das retas e dos planos no GeoGebra
proporcionaram aos estudantes relacionar as representacfes algébrica e
geométrica de Sistemas Lineares, e superar dificuldades identificadas pela
professora-pesquisadora com a construgdo (manual) dessas representacoes.
[...] A conducdo das discussdes pela professora-pesquisadora segundo a
perspectiva do Ensino-Aprendizagem Exploratério contribuiu, em especial,
para que fossem evidenciadas duvidas e situagBes matematicas que ndo
foram notadas pelos estudantes.

Como no caso da Questdo 8, que foi deixada em branco por parte da turma,
foi possivel discutir outras situacdes em que um Sistema Linear poderia ter
infinitas solugdes (além do caso trivial em que os planos representados s&o
paralelos coincidentes), e também realizar conexdes com alguns conceitos da
Geometria Analitica, para posterior estudo de retas e planos (KLAIBER,
2019, p. 255).

Na secdo seguinte, apresentaremos 0s resultados e potencialidades do produto dessa
Experiéncia de Ensino: uma trajetoria de aprendizagem para conteudos de Matrizes e
Sistemas Lineares, voltada para estudantes ingressantes do Ensino Superior.
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Potencialidades da trajetdria de aprendizagem para o desenvolvimento de processos do
PMA

Ao final da Experiéncia de Ensino, no nono episodio, foi aplicado um instrumento de
reavaliacdo com oito questdes extraidas da prova escrita com funcdo diagndstica, que havia
sido aplicada no primeiro episodio.

Por meio da analise da producdo escrita dos onze estudantes para esses dois episddios
foi realizado um estudo comparativo com foco nos processos do PMA mobilizados pelos
estudantes.

Considerando o total de 88 resolucGes analisadas em cada um dos referidos episddios,
no Quadro 3 sdo exibidos os processos do PMA mobilizados pelos estudantes e a quantidade
de resoluc@es nas quais foram identificados indicios desses processos.

Quadro 3: Mobilizagdo de processos do PMA no primeiro e ultimo episddios de ensino

Quantidade de resolugfes nas quais 0
Processo do PMA processo foi evidenciado
Episodio 1 Episodio 9

Representacdo Simbolica 22 63
Representacdo Mental 23 51
Visualizagdo 12 9

Intuicdo 30 72

Mudanca de Representacdo e Traducao 4 18
Modelacédo 2 11
Generalizagdo - -
Analogia 1 6

Sintese 1 16

Total de resolucdes analisadas 88 88

Fonte: Klaiber (2019).

De acordo com o Quadro 3 observa-se uma maior mobilizacdo dos processos de
representacdo mental, representacdo simbdlica, intuicdo, mudanca de representacdo e
traducdo, modelacdo, analogia e sintese, o que demonstra a contribuicdo da trajetéria de
aprendizagem para o desenvolvimento de processos mentais relacionados ao PMA nos
estudantes.

O processo de visualizagdo foi o Unico identificado menos vezes nas resolugdes do
ultimo episddio, no entanto, nota-se que o processo de representacdo mental teve um aumento
significativo de mobilizag¢fes. Tal ocorréncia pode ser justificada pelo fato de a visualizag&o,
segundo Dreyfus (2002), ser um processo por meio do qual as representacbes mentais podem

ser concebidas.
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A respeito dos processos relacionados a abstragdo, foram encontrados indicios dos
processos de analogia e de sintese na produgdo escrita de seis dentre os onze estudantes
participantes do estudo, no entanto, evidenciou-se a mobilizacdo do processo de generalizacao
apenas no sexto episddio, abordado nesse artigo, o0 que demonstra uma caréncia de tarefas que
propiciem o desenvolvimento de tal processo na trajetdria de aprendizagem.

Além disso, de acordo com Klaiber (2019), enquanto no primeiro episodio apenas trés
estudantes mobilizaram a maior parte dos processos identificados, no ultimo episodio foram
encontrados indicios da mobilizacdo de processos do PMA pela maioria dos estudantes, na
resolucédo de sete dentre as oito questdes propostas.

Verificou-se que a trajetéria de aprendizagem elaborada na pesquisa de doutorado
relatada apresentou potencialidades para o desenvolvimento de processos do PMA bem como
para 0 ensino e aprendizagem de conteudos de Matrizes e Sistemas de Equacdes Lineares,
uma vez que o conhecimento de tais processos por parte do professor contribui para o
desenvolvimento de um caminho de aprendizagem mais eficaz para 0s estudantes
(DREYFUS; EISENBERG, 1996).

Nesse sentido, foi constatado pela professora-pesquisadora que o trabalho com
diferentes representacbes para tais conceitos, propiciado pelas tarefas, beneficiou os
estudantes na utilizacéo, interpretacdo e traducéo entre diferentes representacdes de situagoes
matematicas.

Destacou-se também o uso do software GeoGebra como uma alternativa eficaz para a
visualizacdo e exploracdo de representacfes geométricas de Sistemas de EquacBes Lineares,
complementando a abordagem predominantemente algébrica adotada por livros didaticos do
Ensino Médio (BATTAGLIOLI, 2008) e do Ensino Superior, como detectado por Klaiber
(2019) na analise dos livros didaticos da disciplina de Geometria Analitica e Algebra Linear.

Por fim, Klaiber (2019) relatou que no decorrer da Experiéncia de Ensino o trabalho
em grupo foi um facilitador da aprendizagem, possibilitando o compartilhamento de
diferentes estratégias entre os estudantes e a mediagdo das aprendizagens pela professora-
pesquisadora provocando “[...] alteragdes no ambiente de sala de aula e nas rotinas de trabalho
dos estudantes, exigindo desses uma participacdo ativa em seu processo de aprendizagem e

favorecendo a formulagao de conjecturas e a justificacdo” (p. 297).

Considerac0es Finais

A Experiéncia de Ensino desenvolvida em Klaiber (2019) possibilitou a ampliacdo do
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conhecimento disponivel a respeito do ensino e da aprendizagem da Algebra Linear e, em
particular, de conteudos de Matrizes e Sistemas de Equagdes Lineares.

Nesse sentido, a elaboracdo e aplicacdo das tarefas da trajetoria de aprendizagem —
como a tarefa apresentada nesse artigo — mostrou-se uma construcao cheia de significados,
articulando conhecimentos a respeito das dificuldades e conhecimentos prévios dos
estudantes, da abordagem de livros didaticos da disciplina e de pesquisas a respeito do ensino
e da aprendizagem dos contetidos mencionados.

Assim, apresentamos nesse artigo uma trajetoria de aprendizagem pautada nas
perspectivas do Ensino-Aprendizagem Exploratorio (PONTE, 2005) e do PMA (DREYFUS,
2002; DREYFUS; EISENBERG, 1996) que demonstrou, com relacdo aos estudantes,
potencialidades para desenvolver:

= processos do PMA, em especial, os relacionados ao processo de abstracao;

= acompreensdo de contetidos de Sistemas de Equacdes Lineares; e

= habilidades de comunicacéo oral e argumentacéo.

E aos professores, mostrou-se como um caminho promissor para a elaboracdo de
tarefas e objetivos de aprendizagem, de hipoteses sobre o processo de aprendizagem; e para a
construcdo de um ambiente de sala de aula que priorize o papel ativo dos estudantes,
promovendo discussdes, reflexdes e argumentagdes entre esses.

Destacamos que os resultados aqui apresentados, obtidos a partir da pesquisa de
Klaiber (2019), estdo sujeitos as especificidades do contexto ndo sendo, portanto,
generalizaveis. Porém, estimamos que provoguem novos estudos e propostas que possam
contribuir para o desenvolvimento do PMA e, assim, para a aprendizagem da Matematica no

Ensino Superior.
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