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Resumo: o presente trabalho tem por objetivo analisar como alunos de um curso de licenciatura
em matematica verificam expressdes da trigonometria em tridngulos esféricos retangulos, a partir das
razbes trigonométricas da geometria plana, na realizagdo de tarefas exploratérias. Para tanto, por meio
de uma abordagem de pesquisa qualitativa, buscamos aporte no papel das tarefas exploratdrias no
ensino de matematica e pautamos nossa coleta de dados na producgéo escrita dos sujeitos, oriundas das
resolucbes de dez dessas tarefas. Como resultado da anélise feita, constatamos que a maioria dos
participantes ndo tiveram dificuldades na verificagdo de expressdes que exploravam as razoes
trigonométricas em tridngulos retangulos planos, obtidos a partir de construcGes sobre as faces do
triedro associado ao triangulo esférico retdngulo, bem como naquelas definidas a partir da permutacéo
de elementos. Verificamos que as dificuldades apresentadas se relacionaram principalmente na
determinagdo da tangente de um arco, que em diversas situagdes foi indicada de forma equivocada.
Além disso, alguns alunos apresentaram dificuldades na deducdo das férmulas que dependiam de
outras expressoes, ndo conseguindo articular um resultado ja verificado com aquele a ser confirmado.
Palavras-chave: Trigonometria esférica. Tarefa exploratéria. Tridngulos esféricos.

THE USE OF EXPLORATORY TASKS IN THE STUDY OF
TRIGONOMETRY IN RIGHT SPHERICAL TRIANGLES

Abstract: the present work aims to analyze how students of a mathematics degree course verify
expressions of trigonometry in spherical right triangles, from the trigonometric reasons of plane
geometry, in the performance of exploratory tasks. For this, through a qualitative research approach,
we seek to contribute to the role of exploratory tasks in the teaching of mathematics and base our data
collection on the subjects written production, derived from the resolutions of ten of these tasks. As a
result of the analysis, we found that most participants had no difficulties in verifying expressions that
explored trigonometric ratios in flat right triangles, obtained from constructions on the faces of the
triedro associated with the spherical right triangle, as well as those defined in from the permutations
elements. We found that the difficulties presented were mainly related to the determination of the
tangent of an arc, which in several situations was wrongly indicated. In addition, some students had
difficulties in deducting formulas that depended on other expressions, failing to articulate a result
already verified with the one to be confirmed.

Keywords: Spherical trigonometry. Exploratory task. Spherical triangles.

Introducéo

A trigonometria, comumente trabalhada na Educacdo Bésica e nos cursos de

licenciatura em matematica, tem como objeto de estudo as relacbes métricas de angulos e
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lados de tridngulos no plano euclidiano. Contudo, essa ndo € a Unica trigonometria, pois existe
uma ramificacdo dessa, conhecida como trigonometria esférica.

Coutinho (2015, p. 4) apresenta, de forma clara, a diferenca entre as duas
trigonometrias. Segundo o autor, “a trigonometria ¢ chamada plana se investiga as relagdes
entre os lados e os angulos de um tridngulo que pertenca a um plano. Diz-se esférica quando
estuda os triangulos situados na superficie de uma esfera”.

O autor destaca, ainda, que ndo existe uma trigonometria esférica, propriamente dita,
em que se determinaria, por exemplo, um seno ou um cosseno esférico. O que existe é a
trigonometria usual aplicada em tridngulos esféricos, a qual acaba sendo denominada
trigonometria esférica.

Nessa perspectiva, a trigonometria esférica ¢ um exemplo constituido de relacbes
métricas em triangulos ndo-euclidianos. Os triangulos nos quais se desenvolve essa
trigonometria sdo conhecidos por triangulos esféricos recebendo tal denominagdo por serem
obtidos sobre uma superficie esférica, em um modelo de geometria ndo-euclidiana. Esse
modelo é conhecido por geometria esférica, a qual é caracterizada como ndo-euclidiana
principalmente por ndo admitir a existéncia de retas paralelas, mas ndo somente por isso.

De acordo com Coutinho (2001), temos no matematico alemdo Georg Bernhard
Riemann (1826-1866), o principal responsavel pela criagdo da geometria esférica. Na
geometria criada por Riemann, circunferéncias méximas assumem o papel de reta. Além da
substituicdo do axioma das paralelas, ha também modificacdo de outras no¢des da geometria
euclidiana, como a nog¢ao de “estar entre” e de “infinitude da reta”. Assim, a reta passou a ser
vista como ilimitada e ndo mais como infinita.

O surgimento da trigonometria esta diretamente relacionado aos estudos da
Astronomia, a qual se desenvolveu a partir de conhecimentos envolvendo triangulos esféricos,
nos levando a constatar que a trigonometria foi desenvolvida primeiro com tridngulos
esféricos (COUTINHO, 2015).

O marco de separagdo entre a trigonometria e a Astronomia foi o tratado “De
triangulis omnimodis libri quinque” (Cinco Livros sobre Todos os Tipos de Triangulos), do
matematico Johann Miiller Regiomontanus (PEREIRA, 2010). Esse trabalho é considerado a
primeira exposicao sistematica e formal da trigonometria plana e da esférica, desvinculando a
ultima da Astronomia.

Uma importante aplicacdo da trigonometria em tridngulos esféricos consiste dos
deslocamentos aéreos e maritimos. Apesar de 0 nosso planeta ter a forma de um geoide, para

efeitos de orientacdo e localizagdo o consideramos como uma esfera, conhecida como globo
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terrestre. Esse é composto por elementos importantes, tais como os meridianos, a linha do
Equador e os polos. Os meridianos correspondem a semicircunferéncias maximas que ligam
os polos norte e sul, 0s quais sdo 0s pontos de intersec¢do do globo terrestre e seu eixo de
rotacdo. A linha do Equador é a circunferéncia maxima definida pela seccdo plana
perpendicular ao eixo de rotagéo.

Os deslocamentos terrestres se dao a partir de um sistema de eixos coordenados, em
que o horizontal é representado pelo Equador e o vertical pelo meridiano de Greenwich,
considerado o marco zero dos meridianos. Esse sistema permite a definicdo de medidas
denominadas latitude e longitude, que sdo denominadas coordenadas geogréficas.

Conhecidas essas coordenadas e/ou outras informacdes préprias da navegacao, tais
como rumo, azimute e derrota®, é possivel com a trigonometria esférica determinar o melhor
caminho a ser percorrido por uma embarcacdo ou aeronave em viagens de longas distancias.
Também, obter a distancia entre dois pontos quaisquer do planeta Terra.

O conhecimento relacionado a trigonometria em triangulos esféricos é amplo e de
suma importancia e, por isso, buscamos na pesquisa de doutorado da primeira autora trazer
elementos dessa area de estudo. E inegavel sua importancia para entendimento dos
deslocamentos sobre o globo terrestre, bem como sua ligagdo com outras areas do
conhecimento, em especial, da geografia. Todavia, pela amplitude e quantidade de formulas
descritas no estudo da trigonometria em triangulos esféricos, escolhemos para a investigacao
realizada, aquelas decorrentes de triangulos esféricos retangulos.

Sendo assim, o presente trabalho € um recorte dessa pesquisa e tem por objetivo
analisar como alunos de um curso de licenciatura em matematica, verificam expressdes da
trigonometria em triangulos esféricos retangulos na realizacdo de tarefas exploratérias, a
partir das razGes trigonométricas da geometria plana.

Nesta direcdo, inicialmente, realizamos uma discussdo sobre o papel das tarefas no
ensino de matematica, em especial, das tarefas exploratérias propostas por Jodo Pedro da
Ponte. Ap0s, apresentamos nossos encaminhamentos metodoldgicos, destacando além da
caracterizagcdo dos sujeitos participantes, a forma de organizacdo das tarefas. Finalmente,

realizamos a analise e discussdo dos dados coletados, a partir das tarefas propostas.

* Rumo, azimute e derrota sdo terminologias proprias da navegacdo. Rumo e azimute se referem a direcéo
(angulo) que uma embarcagdo deve seguir e derrota € o caminho propriamente dito e pode ser ortodromica,
quando o caminho seguido é um arco de circunferéncia méxima ou loxodrémica, quando € mantido 0 mesmo
rumo, durante todo o percurso. Maiores informagdes consultar: COUTINHO, L. Trigonometria esférica: a
matematica de um espaco curvo. Rio de Janeiro: Interciéncia, 2015.
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Tarefas exploratdrias no ensino de matematica

Jodo Pedro da Ponte, conhecido educador matematico portugués, em seus estudos
sobre as investigaces matematicas propde a nocdo de tarefa. A escolha, a elaboracdo e a
aplicacdo de tarefas matematicas sdo a base para o desenvolvimento de investigacdes
matematicas em sala de aula.

Os Principios e Normas para a Matematica Escolar, propostos pelo National Council
of Teachers of Mathematics (NCTM, 2008), corroboram essa ideia ao apontar que para um
ensino efetivo, a selecdo de tarefas mateméticas deve ocorrer de modo a possibilitar a
introducdo de conceitos importantes e despertar a curiosidade dos alunos, desafiando-os
intelectualmente.

O termo tarefa pode se referir a um exercicio, problema, exploracdo ou investigacao e
é designado a partir de quatro dimensdes: grau de complexidade, estrutura, contexto
referencial e tempo necessario para sua realizacdo (PONTE, 2005, 2010).

De acordo com Ponte (2005, p. 17-18), o grau de complexidade varia de reduzido a
elevado e a estrutura entre aberta e fechada, sendo que “uma tarefa fechada é aquela onde ¢
claramente dito o que é dado e o que é pedido e uma tarefa aberta € a que comporta um grau
de indeterminacdo significativo no que é dado, no que é pedido, ou em ambas as coisas”.

Cruzando as duas dimensoes, o autor define quatro tipos de tarefa, de acordo com o

grau de complexidade e estrutura (Figura 1).

Figura 1: Tipo de tarefas de acordo com o grau de complexidade e a estrutura
Complexidade reduzida

4

Exercicio Exploracdo

Fechado ‘ »  Aberto

Problema Investigagdo

v

Complexidade elevada
Fonte: Ponte (2010, p. 21)

Os exercicios e problemas sdo tarefas com estrutura fechada, sendo os primeiros de
reduzida complexidade e os segundos de complexidade elevada. Exploragdes e investigacoes

sdo tarefas com estrutura aberta, com grau de complexidade reduzido e elevado,
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Ponte (2003) ressalta que ndo ha clara distingdo entre as exploracbes e as
investigacbes. Como sao tarefas abertas, o grau de complexidade pode variar de aluno a
aluno. Ainda para o autor, esses tipos de tarefas possibilitam que os alunos desenvolvam suas
competéncias matematicas, assumindo, portanto, papel importante na sala de aula.

Outra dimensdo importante na classificagdo das tarefas é o contexto referencial. Uma
tarefa pode ter um contexto de situacdo real ou puramente matematico (PONTE, 2003, 2005,
2010). De acordo com o autor, existem estudos que apontam a existéncia de um contexto
intermediario — a semirrealidade®. Esse outro contexto se justifica pelo fato de que mesmo que
uma tarefa envolva situacfes reais, para o aluno pode néo significar isso, acarretando que tal
tarefa apresente um contexto tao abstrato quanto o da matematica pura.

A quarta e ultima dimensdo utilizada na classificacdo das tarefas é o tempo. Uma
tarefa pode ser de curta, média ou longa duracdo, sendo que, na maioria das vezes, exercicios
sdo de curta duracdo, problemas, exploracGes e investigacdes sdao de média e projetos sao de
longa duracao.

Cyrino e Jesus (2014) apontam a demanda cognitiva como uma das dimensdes a serem
utilizadas na classificacéo de tarefas, conforme estudos do projeto QUASAR?®. De acordo com
as autoras, “o nivel de demanda cognitiva de uma tarefa estd relacionado aos tipos de
raciocinio matematico que sdo exigidos dos alunos para sua realizacdo, bem como com o
nivel e o tipo de aprendizagem que proporciona aos alunos” (CYRINO; JESUS, 2014, p.
754).

Neste caso, as tarefas podem ser do tipo: memorizacao; procedimentos sem conexao
com significado; procedimentos com conexdo com significado e fazer matematica. As tarefas
de memorizacdo e procedimentos sem conexdo com significados sdo consideradas de baixo
nivel de demanda cognitiva; ja as tarefas de procedimentos com conexao com significados e
as de fazer matemaética, sdo tomadas como de elevado nivel de demanda cognitiva.

Assim, um paralelo entre as ideias de Cyrino e Jesus (2014) e as de Ponte (2003, 2005,
2010), podemos considerar que as tarefas exploratérias e investigativas sdo de elevado nivel
de demanda cognitiva, sendo relacionadas, respectivamente, as tarefas de procedimentos com

conexd@o com significado e tarefas de fazer matematica.

> Ver: SKOVSMOSE, O. Cenérios para investigagdo. Bolema, Rio Claro, v. 13, n. 14, p. 66-91, 2000.

® QUASAR (Quantitative Understanding: Amplifying Student Achievement and Reasoning) foi um projeto
desenvolvido nos Estados Unidos com o objetivo de melhorar o ensino de matematica de estudantes que
frequentavam escolas em comunidades menos favorecidas economicamente. O projeto dava énfase ao
pensamento, ao raciocinio, a resolucdo de problemas e a comunicacao de ideias matematicas.
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No processo de ensino e de aprendizagem matematica, é necessario que as tarefas
sejam utilizadas de forma diversificada, favorecendo os objetivos da aprendizagem. Nessa
perspectiva, as tarefas fechadas (exercicios e problemas), proporcionam o desenvolvimento
do raciocinio matematico, pois dependem da relacdo entre dados e resultados e as de carater
aberto (exploracgdes e investigacOes), contribuem para a construcdo da capacidade de lidar
com situagdes complexas, com autonomia e criticidade (PONTE, 2005).

Ainda, para Ponte (2005), as tarefas de natureza desafiante (problemas e
investigacbes) sdo importantes para 0s alunos vivenciarem a verdadeira experiéncia
matematica, enquanto que as acessiveis (exercicios e exploracbes) possibilitam o
desenvolvimento da autoconfianca na construcéo do conhecimento matematico.

Canavarro e Santos (2012, p. 100) reconhecem as tarefas como base da préatica de
ensino de matematica, destacando a diversificacdo dessas como agentes propulsores de um
conjunto de experiéncias matematicas variadas. Essas sdo vivenciadas pelos alunos,
possibilitando diferentes alcances aos objetivos de ensino do professor.

Corroborando, Cyrino e Jesus (2014, p. 754) ressaltam que, quando o professor

conhece e reflete a respeito das tarefas, ele pode:

- escolher tarefas adequadas a seus objetivos de ensino; - iniciar um processo
de ensino que priorize tarefas desafiadoras, nas quais o aluno pode
estabelecer conexdes com significados ou com ideias e conceitos
matematicos; - reconhecer que as tarefas podem expressar mais do que o
conteldo; - perceber como as tarefas influenciam o seu ensino e,
consequentemente, a aprendizagem dos alunos; - proporcionar um ambiente
de aprendizagem durante as aulas de matemaética; e - perceber qual o
impacto de suas agdes no processo de ensino e de aprendizagem.

Uma etapa importante no processo de ensino e de aprendizagem é a elaboracdo de
tarefas. Swan (2017), ao discorrer sobre a concepcao de tarefas, estipula quatro objetivos:
desenvolvimento do conhecimento factual e da fluéncia processual; desenvolvimento da
compreensdo conceitual; desenvolvimento da capacidade de resolucdo de problemas ndo
rotineiros (competéncia estratégica) e desenvolvimento da andlise critica (competéncia
critica).

Nesse sentido, a escolha por tarefas de cunho exploratério em sala de aula, elaboradas
na direcdo do desenvolvimento de conceitos matematicos e dirigidas a um ensino de carater
exploratdrio, favorece o processo de ensino e de aprendizagem. Para Ponte et al. (2015, p.
114), “o trabalho exploratério na aula de Matematica cria oportunidades para que os alunos

construam ou aprofundem a sua compreensao de conceitos, procedimentos, representagdes e
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Assim, tarefas voltadas a um ensino exploratério, no qual o professor é mediador do
processo e 0 aluno é o responsavel pela construcdo de seu conhecimento, apresentam
caracteristicas que vado além da simples memorizacdo de regras e que proporcionam a

aprendizagem com compreens&o.

Encaminhamentos metodoldgicos

O presente trabalho é de natureza qualitativa. Para Creswell (2010), pesquisas com
essa abordagem apresentam as seguintes caracteristicas: ambiente natural; pesquisador como
instrumento fundamental; multiplas fontes de dados; analise de dados indutiva; relevancia dos
significados dos participantes; projeto emergente; lente tedrica; analise de dados interpretativa
e relato holistico.

A pesquisa foi realizada no ambiente em que os participantes estavam inseridos, sendo
0 pesquisador o instrumento principal para coleta de dados, a partir de variadas fontes
(bibliografias, observacgdes, sequéncia didatica, etc.). O projeto de pesquisa foi construido de
forma passivel a alteracfes, caso necessarias. A andlise dos dados ocorreu de forma
interpretativa e indutiva, com base em uma fundamentagdo teorica, enfatizando os
significados construidos pelos participantes e com objetivo de construcdo de um relatério
final, abrangendo os diversos fatores envolvidos no processo de pesquisa.

Os sujeitos da pesquisa foram doze alunos de diferentes semestres do curso de
licenciatura em matematica do Instituto Federal Farroupilha — Campus Alegrete, denominados
Al, A2, ..., Al12. Cabe ressaltar que na analise e discussdo dos dados ndo havera informacdes
das participantes A2 e A6, as quais estavam ausentes nos dias em que desenvolvemos as
tarefas apresentadas neste artigo. Todavia, decidimos indicar que faziam parte dos sujeitos da
pesquisa, tendo em vista terem participado de todas as demais etapas.

A coleta de dados se deu por intermédio de um conjunto de atividades extraclasse,
formadas por tarefas exploratérias e propostas semanalmente aos participantes. Para a
pesquisa de doutorado, foram realizadas quatro atividades exploratérias no plano, quatro na
superficie esférica e trés em triangulos esféricos. Aqui, como trata-se de um recorte, iremos
apresentar uma das atividades exploratorias em triangulos esféricos.

Assim, os dados foram coletados a partir das resolugdes apresentadas pelos
participantes de dez tarefas em que se buscava a deducdo das férmulas da trigonometria em

triangulos esféricos retangulos, ou seja, as apresentadas no Quadro 1.
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Quadro 1: Férmulas da trigonometria para um triangulo esférico ABC retangulo em A

. cosa=cosb-cosc VI. tgb=senc-tg§
Il. senb=sena-senB VII. tgc=senb-tgC
Il.  senc=sena-senC VII. tgc=tga-cosB
IV. cosB=cosb-senC IX. tgb=tga-cosC
V. cosC =cosc-senB X. cosa=cotgB-cotgC

Fonte: elaborado pela autora

Observamos que essas formulas remetem as razBes trigonométricas ndo apenas dos
angulos, mas também dos lados do triangulo esférico retangulo, envolvendo sempre trés
elementos. Lembrando que resolver um triangulo, significa determinar todos os seus termos
desconhecidos, € possivel observar que as expressdes, constantes do Quadro 1, nos permitem
resolver um tridngulo esférico retangulo. Isso ocorre, pois, sendo conhecidos dois elementos
do triangulo (lado e/ou angulo), além do angulo reto, é possivel determinar um terceiro
elemento e, com esse, determinar todos 0s demais elementos.

As tarefas propunham a deducdo das dez férmulas por trés estratégias distintas: (1)
expressdes obtidas a partir de exploracdes de razdes trigonometricas definidas nos triangulos
retdngulos planos (tarefas 1, 2, 6 e 7); (I1) expressdes determinadas a partir da permutacéo de
elementos (tarefas 3 e 5) e (I11) expressdes definidas com base na manipulacdo de outras ja
verificadas (tarefas 4, 8, 9 e 10).

No préximo tépico detalharemos cada tarefa, bem como a estratégia a ser utilizada em

sua resolucdo e a analise das respostas apresentadas pelos participantes.

Andlise e discussao dos dados

A deducdo das formulas da trigonometria em triangulos esféricos pode ser realizada de
diferentes formas. Uma opcdo é partir da deducdo das leis dos senos e dos cossenos para lados
e para angulos de triangulos esféricos quaisquer e determinar as formulas para o caso
particular, em um angulo medindo 90°.

Outra possibilidade, que realizamos nesse trabalho, € explorar relagcbes entre
elementos (angulos e lados) de um triangulo esférico retangulo e angulos de triangulos
retdngulos planos, obtidos a partir de construcfes sobre as faces do triedro correspondente ao
triangulo esférico. Neste cenario, com base nas razGes trigonométricas para triangulos
retdngulos planos (seno, cosseno e tangente) e em manipulacdes algébricas é possivel

determinar as formulas da trigonometria em tridngulos esféricos retangulos.
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Antes da realizagdo das tarefas envolvendo a deducgdo das formulas da trigonometria
em triangulos esféricos retangulos, os alunos realizaram, com o auxilio do software
GeoGebra, a construcdo de um triangulo esférico ABC, retangulo em A, com seu respetivo
triedro. A partir de passos orientados pela pesquisadora, construiram triangulos retangulos

planos sobre as faces de triedro (Figura 2), os quais sdo a base para a realizacéo das tarefas.

Figura 2: Representacdo do tridngulo esférico ABC, retangulo em A, e tridngulos planos construidos
nas faces de seu triedro

Fonte: elaborado pela autora

Em uma primeira etapa exploratoria, apds a constru¢cdo mostrada na Figura 2, 0s
alunos deveriam indicar relagcdes/correspondéncias entre elementos do tridngulo esférico
retdngulo (angulos e lados) e angulos dos triangulos retangulos planos. Neste processo, 0s
alunos deveriam identificar, por exemplo, que o angulo plano COE do tridngulo retangulo
plano COE correspondia ao lado a do triangulo esférico retangulo ABC. Esse foi um passo
importante, pois garantiria a relagdo entre uma razdo trigonométrica de um angulo de um
triangulo retangulo plano e a mesma para um elemento (lado ou angulo) do tridngulo esférico
retangulo.

Apdbs os alunos identificarem todas as correspondéncias entre os elementos do
triangulo esférico retadngulo e os angulos de triangulos retangulos planos, houve um momento
de socializacdo para confirmacgédo dos resultados encontrados. Na sequéncia passamos para a
segunda etapa exploratdria, em que foram propostas as tarefas apresentadas no Quadro 2,

acompanhadas de uma copia impressa da construcédo realizada anteriormente (Figura 2).
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Quadro 2: Tarefas da atividade explorat6ria em tridngulos esféricos
Atividade Exploratéria em Triangulos Esféricos

Deduza as relacdes trigonométricas para o triangulo esférico ABC, retangulo em A,
realizando as tarefas a seguir.

1. Utilizando os triangulos CDO, CEQO e DEO, mostre que cos a = cos b - cos c.

2. De modo anélogo, utilizando os tridngulos CDO, CDE e CEO, mostre que senb = senB -
sen a.

3. Defina uma expressdo semelhante a encontrada na tarefa anterior, permutando as letras b e ¢ para
0s angulos e os lados.

4. A partir da relacdo senc = senC - sena e dos tridngulos CDE e CDO, mostre que cos B =
cosb-senC.

5. Determine uma expressdo semelhante a encontrada na tarefa anterior, a partir da permutacao das
letras b e ¢, dos angulos e dos lados.

6. Utilizando os tridngulos CDO, CDE e DEO, mostre que tg b = senc - tg B.
7. Utilizando os tridngulos DEO, CDE e CEO, mostre que tg ¢ = tg a - cos B.
8. Utilizando as expressdes deduzidas em (2), (3) e (5), mostre que tgc = senb - tg C.
9. Utilizando as expressdes deduzidas em (1), (2) e (5), mostre que tgb = tg a- cos C.

10. Utilize as expressdes encontradas em (1), (4) e (5) para mostrar que cos a = cotg B - cotg C

Fonte: elaborado pela autora

Como as formulas eram desconhecidas dos participantes, elaboramos as tarefas
exploratorias indicando que férmula deveria ser deduzida e sugerindo alguns
encaminhamentos para a realizacdo do processo de deducdo. Acreditamos que essa a¢do, nao
descaracteriza as tarefas propostas como de exploracdo, pois além de requerer do aluno a
identificacdo da correspondéncia entre o elemento do triangulo esférico retangulo e o angulo
do triangulo retangulo plano, ainda demandava o reconhecimento e aplicagdo da razéo
trigonométrica a ser utilizada e o processo de demonstracdo, o qual ndo € trivial para a
maioria dos alunos.

Para Ponte (2005), muitas vezes os tipos de tarefas ndo tém uma linha de demarcacéo
muito nitida, sendo que um mesmo enunciado pode caracterizar um exercicio ou uma
exploragdo, por exemplo. O que vai definir s&o os conhecimentos prévios dos alunos e como
sdo mobilizados para resolugéo da tarefa.

Assim, mesmo que as tarefas propostas ndo tenham caracteristica de enunciado aberto,
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podem ser classificadas como exploratorias por sua proposta de desenvolvimento do
raciocinio matematico e sua natureza desafiante, como destacado por Ponte et al. (2015, p.
114), “a abordagem exploratoria valoriza o desenvolvimento do raciocinio através de tarefas
com um carater de algum modo aberto ou desafiante”.

Além disso, como ja destacamos tarefas desse tipo se assemelham a tarefas
classificadas como procedimentos com conexdo com significado, as quais conforme apontado
por Stein e Smith (1998 apud CYRINO; JESUS, 2014), envolvem elevado nivel de demanda
cognitiva e tém entre outras caracteristicas a sugestdo, implicita ou explicita, de caminhos a
serem seguidos, 0s quais sdo procedimentos amplos e gerais, intimamente ligados as ideias
conceituais.

Acreditamos que as tarefas propostas vdo ao encontro de Ponte (2005, p. 28), quando
afirma que as tarefas escolhidas devem contemplar uma trajetéria de aprendizagem coerente,
permitindo aos alunos “a construgdo de conceitos fundamentais em jogo, a compreensdo dos
procedimentos matematicos, o dominio das notacdes e formas de representacdo relevantes,
bem como das conexdes dentro e fora da Matematica”.

A primeira tarefa requeria a confirmacéo da formula cos a = cos b - cos ¢, conhecida
como teorema de Pitagoras da geometria esférica. Esse resultado, como o conhecemos da
geometria plana, ndo é valido na geometria esférica e, além disso, a formula apresentada
envolve uma relacéo entre o valor da hipotenusa e dos catetos do triangulo esférico retangulo.

Para verificacdo da expressdo cosa = cos b - cos ¢, 0s alunos deveriam identificar as

relacbes: cosa = % (ACEO), cos b = % (ACDO) e cosc = % (ADEO), com as quais se

. DO EO _ EO
confirma que cosbh - cosc = —+— = — = cosa.
co Do~ co

Pelas resolucdes apresentadas, verificamos que Al, A3, A4, A5, A8, A9, All e Al2
responderam de forma correta. Desses, Al, A3, A8, A9 e All utilizaram como estratégia
trabalhar os dois membros da expressdo, de modo a obter uma igualdade, como

exemplificamos nas resolucdes apresentadas na Figura 3.

Figura 3: Resolucgdo da primeira tarefa apresentada pelos alunos A8 e A9

Aluna A8: Aluno AS:
oD L] ‘: {
=C o £O°
O¢
o (o]

Fonte: dados da pesquisa

38
RPEM, Campo Mourdo, PR, Brasil, v.09, n.19, p.28-51, jul.-out. 2020.



-y,
revista

PARANAENSE
DE EDUCACAO

MATEMATICA

__ iy

Por sua vez, A4, A5 e Al12 escolheram como estratégia para verificacdo a manipulacéo
algébrica de um membro da igualdade de modo a obter a expressdo do outro membro. Os trés
alunos destacaram as correspondéncias entre cada lado do triangulo esférico ABC e angulos
dos triangulos retangulos CDO, CEO e DEO, indicando a partir dessas relagdes o cosseno de
cada um dos lados do triangulo esférico. Na Figura 4, apresentamos como exemplo a

resolucdo elaborada por A4.

Figura 4: Resolucdo da primeira tarefa apresentada pelo aluno A4

Aluno A4:
Q

n

Fonte: dados da pesquisa

Ja A7 e A10 se equivocaram em suas resolucdes ao identificarem o cosseno de um dos

~ . DE . , OE
lados de forma errbnea. O aluno A7 assinalou cosc =—, a0 inveés de cosc =—.

. . ~ DE ~
Consequentemente, com o processo de simplificacdo, obteve o resultado =o' gue nao
corresponde a nenhuma razdo trigonométrica. A aluna A10 se confundiu ao indicar cosa =
OE . OE - T . .
ot quando deveria apontar cosa = oo 0 due a impossibilitou de verificar a validade da

expressao cos a = cos b - cos c.
A segunda tarefa, almejava que os alunos verificassem a expressdo senb = sen B -

sen a, com base nas relagdes entre elementos do triangulo esférico retangulo e os triangulos

retdngulos planos CDO, CDE e CEO. Neste processo, encontrariam sen b = Q (ACDO),

sen B = —= (A CDE) e sena = — (A CEOQ), resultando em senB -sena = z—g g—g g—z =

sen b, ou seja, senb = senB - sen a.

Todos os participantes resolveram esta tarefa de forma correta, sendo que, com
excecdo de A4, utilizaram no processo de verificagdo o artificio de substituir as razdes
trigonométricas nos dois membros da expressdo, e manipular algebricamente de modo a
determinar uma igualdade. J& A4 escolheu como estratégia de resolucdo operar de um lado da

igualdade de forma a obter o outro, como ja havia feito na tarefa anterior.
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Na terceira tarefa, sugerimos determinar a formula sen c = sen C - sen a a partir da
permutagdo das letras “b” e “c” (indicativas dos lados e dos angulos) na expressdo senb =
sen B - sen a. Propomos essa tarefa com o intuito de tornar o processo de obtencdo e
verificagdo das formulas da trigonometria em tridngulos esféricos menos magante e repetitivo.

A maioria dos alunos resolveu essa tarefa sem maiores dificuldades. Apenas dois
participantes, A10 e A12 apresentaram equivocos em suas respostas, nas quais permutaram
apenas as letras mindsculas, indicativas dos lados do triangulo esférico, ndo realizando o
processo para letras maidsculas, referentes aos angulos.

A tarefa seguinte explorava a formula sen c = sen C - sen a, determinada na terceira

tarefa, além das relagdes trigonomeétricas nos triangulos retangulos CDE e CDO. Era esperado

DE
A . . A sen c Do DE CO
os alunos notarem que senc = senC - sen a implicava em sen C = = ===

sena 0 DO CE

dos tridngulos CDE e CDO temos, respectivamente, que cos B = g e cosb = %. Assim,

cosb-senC =—+—+—=— = cosB.
CO DO CE CE

Em suas resolugdes, Al, A5, A7, A8, A9, All e Al12 desenvolveram a deducédo da
formula de maneira analoga a essa que apresentamos. Os alunos A4 e A10 elaboraram
raciocinios um pouco diferentes. Deles, A4 apresentou a resolucdo mostrada na Figura 5, na
qual podemos observar que o aluno, partindo da expressdo senc = sen C - sen a, realizou
algumas substituicdes e manipulacdes algébricas, com vistas a determinar a férmula

cosB =cosb-senC.

Figura 5: Resolugdo da quarta tarefa apresentada pelo aluno A4

Aluno A4:

Fonte: dados da pesquisa

Ja a estratégia utilizada pela aluna A10 consistiu em isolar sen C nas expressdes
senc =senC-senaecosB = cosb-sen C e, com base nas razdes trigopnométricas obtidas
nos tridngulos retangulos CDE e CDO, determinou a igualdade entre as expressdes, como

podemos verificar na Figura 6.
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Figura 6: Resolucdo da quarta tarefa apresentada pela aluna A10
Aluna A10:

Fonte: dados da pesquisa

Pelas resolucdes apresentadas por A4 e A10, constatamos que sobre uma mesma tarefa
podem incidir diferentes modos de interpretacdo e representacdo. Nessa direcdo, Ponte afirma
que “na resolugdo de uma tarefa ¢ decisivo o modo como os alunos interpretam as
representacdes indicadas nos enunciados e como criam e interpretam as suas proprias
representagdes” (PONTE, 2014, p. 22).

Um aluno (A3) respondeu a esta tarefa de forma incorreta. Seu erro consistiu na

. ~ .. CE . . DE
determinacdo do senc, o qual definiu como senc = @0 inves de senc = Esse

equivoco o impossibilitou de realizar a deduco da formula cos B = cos b - sen C.

A quinta tarefa era analoga a terceira e solicitava a determinacdo da expressdo
cos C = cos c - sen B, partindo da permutacio das letras “b” e “c”, indicativas dos lados e
angulos do triangulo esférico, na formula cos B = cosb - sen C. Assim, era uma tarefa
simples, que apenas solicitava a determinacdo da expressao.

Pelos resultados apresentados, apuramos que somente a aluna A10 ndo realizou a
permutacdo das letras “b” e “c” de forma certa. A aluna substituiu apenas a letra mindscula,
referente ao lado, do mesmo modo que ja havia realizado na terceira tarefa. Assim,
observamos que, mesmo considerando que essa tarefa seria de fécil resolucdo, ndo o foi para
todos os alunos. Nesse sentido, concordamos com Ponte (2003b, p. 30), ao afirmar que “¢
dificil saber a partida qual o grau de dificuldade que uma tarefa aberta tera para um certo

grupo de alunos”.
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As tarefas seguintes requeriam a validade das formulas tgb = senc-tgB e tgc =
tga-cosB, de modo andlogo ao aplicado nas duas primeiras tarefas. Para tgh =
senc - tg B, era necessario observar, nos triangulos CDO, CDE e DEO, as seguintes relagdes:
tgb = ;—z (ACDO), tg B = g—L; (ACDE) e senc = % (A DEO), com as quais deduzimos

DE CD CD ~ N
—.—=-—=tgh. Por sua vez, a expressio tgc =tga-cosB

que senc-th=D0 E = Do

explorava as razdes trigonométricas nos triangulos CDE, CEO e DEO, com a seguinte

correspondéncia: tg ¢ = % (A DEO), cos B = % (ACDE) e tga = Z—Z (A CEO), a partir

. N DE CE DE
das quais temos que cos B-tga = -~ =—-=tgc.

Analisando as respostas apresentadas para ambas as tarefas, verificamos que Al, A4,
A7, A8, A9 e Al2 as resolveram de forma correta. Esses alunos, com excegdo de A4,
utilizaram o recurso de manipular algebricamente ambos os membros da expressdo, de modo
a determinar uma igualdade. J& A4 apresentou uma estratégia de resolucdo diferente, como

podemos observar na Figura 7.

Figura 7: Resolugéo da sexta tarefa apresentada pelo aluno A4

Aluno A4: J ‘
. . { Y. s

{ { A -

=

Fonte: dados da pesquisa

Na resolucédo apresentada, podemos notar que A4 identificou as raz6es trigonométricas

para tgb,tgB e senc, e, partindo de uma delas (tgb =%), utilizou o recurso de

multiplicar e dividir uma expressdo, simultaneamente, por um mesmo termo, escolhido de
maneira conveniente. O mesmo artificio foi utilizado na resolucéo da setima tarefa.

Al10 e All apresentaram respostas incorretas em uma das tarefas. A aluna Al0

. " .. DE
respondeu corretamente a sexta tarefa, mas se equivocou na setima, ao definir tgc = 0 €

CE ~ . ;
tga=—, Na verdade, essas razfes correspondem, respectivamente, a senc e sena . Ja o
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aluno Al1l, definiutg b = % etgB = Z—i erroneamente, visto que equivalem atgib =cotg b

1 ~
etg—é— cotg B.

Os outros dois alunos, A3 e A5, responderam as duas tarefas de forma incorreta.

Ambos se equivocaram nas substituicdes das razdes trigonométricas, impossibilitando a

. o g o , T DO OE
realizacdo da verificacdo da férmula. O aluno A3 indicou que senc = tgc=_—¢

DE
OE ; ~ DE 1 OE 1
tg a = —, porem as razoes apresentadas correspondem a— = =cossecC, —=—=
CE DO senc DE tg c

OE 1 - DO 5 _ DE EO
cotgceC—E—m—a—cotga.AalunaASdeflnlu tgb—E, th—D—C, tgc=—etga=

EO - ~ - DO 1 DE 1 s EO
—, as quais estdo incorretas, visto que — = — = cotg b, — = — =cotg B, — = — =
co DC tghb DC tgB ED

EO . ~ ~
cotgc e — = cosc. Pelos erros cometidos pelos alunos, constatamos que eles ndo tém

clareza quanto a definicdo da tangente de um arco.

A oitava e nona tarefas, exploravam algumas das expressdes ja deduzidas para a
verificacio das formulas tgc =senb-tgC e tgh=tga-cosC. Para a deducdo de
tgc =senb-tgC, das tarefas 3 e 5, temos, respectivamente, que: senc = sen C-sena e

A N cosC senc _ senC-sena
cosC =cosc-sen B> cosc=——. Lo0go, tgc= = =
sen B cosc cosC
sen B

=senB-sena-

senC senC

cosC’

Comotg € = e sen B-sen a = sen b, obtemos tg c = senb - tg C.

cosC

Do mesmo modo, para a verificar a expressio tgb = tga-cosC, com base nas

expressdes cos a = cos b - cos c (tarefa 1), sen b = sen B- sen a (tarefa 2) e sen B- cosc =

senb sen B-sena PN
= cosa =sen B-cosc-

cosc

sena

cosC (tarefa 5). Podemos observar que: tg b =

cosb

cosC - tg a.

Observamos que A3, A4 e A9 responderam corretamente as duas tarefas. A3 e A9
substituiram as razfes trigonométricas e simplificaram a expressdo, com o objetivo de
encontrar uma igualdade e A4 apresentou uma resolucdo semelhante aquela que mostramos
anteriormente. Na Figura 8, ilustramos uma dessas resoluges, a partir da resposta apresentada

pelo aluno A3 para a nona tarefa.

43
RPEM, Campo Mourdo, PR, Brasil, v.09, n.19, p.28-51, jul.-out. 2020.



-y,
revista

PARANAENSE
DE EDUCACAO
MATEMATICA
L
Figura 8: Resolugéo da nona tarefa apresentada pelo aluno A3
Aluno A3:

Fonte: dados da pesquisa

A aluna A8 respondeu corretamente a oitava tarefa, mas ndo respondeu a nona. Na
oitava tarefa, utilizou o artificio de partir de um membro da expressao e realizar manipulagdes
algébricas de modo a determinar o outro membro.

Ja Al, A5 e A1l responderam de forma parcialmente correta a nona tarefa e nao
resolveram a oitava (Al) ou realizaram substituicbes incorretas, as quais impossibilitam a
deducéo da formula (A5 e All). Para a nona tarefa, os trés alunos realizaram as substituicdes
de forma acertada, bem como algumas manipulacdes algébricas, mas se equivocaram nas
conclusdes. Na figura 9, apresentamos a resolucdo elaborada por All, na qual observamos
gue o aluno, assim como Al e A5, mostrou que o segundo membro da expressdo é
equivalente a tg b (quarta linha da resolugdo). Contudo, A1l ndo percebeu que esse era 0

resultado a ser obtido, realizando novas operagdes no primeiro membro da expressdo. Essa

cosc

continha a sentenca sen B- sen a Neste processo, era esperado obter como resultado

osa’

cosc _ sen Bsena _ senb

sen B-sen a - =tgb, porém, simplificou de  maneira

cosa  €9SC/.oca  cosb
inconveniente, encontrando sen B- sen a - % = sen B- cosc - tg a, que apesar de correta,

ndo auxilia nas conclusdes da tarefa.
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Figura 9: Resolucgéo da nona tarefa apresentada pelo aluno All
Aluno A11:

Fonte: dados da pesquisa

O erro cometido por esses alunos nos leva a refletir sobre uma das caracteristicas das
tarefas que propusemos neste trabalho, ou seja, a que foi categorizada por Cyrino e Jesus
como de alta demanda cognitiva. Neste tipo de tarefa,

[...] apesar de procedimentos gerais poderem ser seguidos, eles ndo podem
ser seguidos sem compreensdo. Os alunos precisam envolver-se com ideias
conceituais que estdo por tras dos procedimentos a serem seguidos para
completarem a tarefa com sucesso e desenvolvendo a compreensdo
(CYRINO; JESUS, 2014, p. 755).

Por fim, A7, A10 e A12 responderam as duas tarefas de forma incorreta. Na oitava
tarefa, A10 e A12 e A7 realizaram substitui¢cbes incorretas, impossibilitando a deducdo da
formula tg c = senb - tg C. Na nona, A10 deixou a tarefa em branco, A7 se equivocou nas
definicBes de tg b e tg a, a partir de outras formulas. Por sua vez, Al12, na realizacdo de suas
simplificacGes, escreveu uma expressao equivocada, acarretando em conclusdes incorretas.

A Ultima tarefa, de forma similar, solicitava a verificacdo da formula cosa =

cotg B -cotgC a partir das expressbes cosa = cosb-cosc, cosB =cosb-senC e

~ ~ . ~ A B
cosC =cosc-senB. Aqui, temos que: cosB =cosb-senC = cosbh = SCZZC (1) e
A ~ é o .
cosC =cosc-senB = cosc =% (2). Substituindo (1) e (2) na expressdo cosa =
cosB cosC cosB cosC ~
cosb-cosc, encontramos cosa =cosb-cosc = - — = — - =cotgB -
senC senB senB sencC
cotg C.
45
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Somente os participantes A4, A9 e All responderam a tarefa da forma esperada,
sendo que as resolugdes de A4 e All sdo similares a essa que acabamos de apresentar e A9
adotou a estratégia de operar os dois membros da expressao, visando obter uma igualdade,

como pode ser observado na Figura 10.

Figura 10: Resolucdo da décima tarefa apresentada pelo aluno A9

Aluno A9:

Fonte: dados da pesquisa

Al, A5 e A7, responderam de forma parcialmente correta e os demais (A3, A8, A10,
Al12) deixaram a tarefa em branco. Em suas resoluces, aqueles que responderam

parcialmente correto, se equivocaram ao realizar uma manipulacdo algébrica, pois indicaram

que cosb-cosc _ cosb-cosc-tgC-cosc-cosb tgB 1= tgC-tgB 20 invés de 1 = tg é'tgé'

cosb-cosc cosb-cosc cosb-cosc’

cosb - cos c. Tal passo os impossibilitou de encontrar uma igualdade e concluir a tarefa de

maneira acertada. Podemos observar que a simplificacdo esperada acarreta no resultado

. A ~ 1 ~ A~
correto, pois1 =tgC-tgB-cosb - cosc:m=cosb * cosc = cotgC - cotg B =

cosa.
Refletindo sobre os resultados apresentados pelos alunos nas trés Ultimas tarefas,
percebemos que talvez fosse necessaria outra forma de organizacdo ou maior disponibilidade

de tempo para sua realizacao. 1sso vai ao encontro do que aponta Ponte (2010, p. 25),

[...] para terem uma experiéncia de aprendizagem significativa em
Matematica, os alunos precisam de trabalhar por um tempo prolongado num
campo de problemas — pelo menos vérias aulas. Durante esta atividade, eles
tém a oportunidade de compreender os aspectos ndo triviais dos novos
conhecimentos, relaciond-los com o seu conhecimento anterior e
desenvolver novas representagdes e estratégias.
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A partir dos resultados apresentados pelos participantes e dos critérios: resposta
correta (C), resposta parcialmente correta (PC), resposta incorreta (E) e resposta em branco
(B), podemaos sintetizar as informagdes em um quadro-resumo, como apresentado no Quadro

3.

Quadro 3: Sintese dos resultados da atividade exploratéria em tridngulos esféricos

Al A3 A4 A5 A7 A8 A9 Al10 | All | Al12
12 Tarefa | C C C C E C C E C C
28 Tarefa | C C C C C C C C C C
R Tarefa | C C C C C C C E C E
42Tarefa | C E C C C C C C C C
52 Tarefa | C C C C C C C E C C
6% Tarefa | C E C E C C C C E C
78 Tarefa | C E C E C C C E C C
82 Tarefa | B C C E E C C E E E
92 Tarefa | PC C C PC E B C B PC E
102 Tarefa | PC B C PC PC B C B C B

Fonte: elaborado pela autora

As tarefas elaboradas para determinacdo e verificacdo das expressdes referentes a
trigonometria em triangulos esféricos retangulos podem ser separadas em trés grupos: (I)
expressdes obtidas a partir de exploracdes de razdes trigonométricas definidas em triangulos
retdngulos planos (tarefas 1, 2, 6 e 7); (11) expressdes definidas pela permutacdo de elementos
(tarefas 3 e 5) e (I11) expressdes deduzidas pela manipulacdo de outras ja verificadas (tarefas
4,8,9¢e 10).

Com essa separacdo, a partir das estratégias utilizadas no processo de resolucao,
buscamos investigar se o aluno conseguiu: determinar expressdes da trigonometria em
triangulos esféricos retangulos, a partir de razes trigonométricas definidas em triangulos
retangulos planos; obter novas férmulas com a permutacdo de elementos e deduzir expressdes
pela manipulacdo algébrica de outras ja verificadas.

Além disso, buscamos em Ponte, Brocardo e Oliveira (2016) subsidios para anélise e
avaliacdo das tarefas exploratorias. Os autores destacam que, do mesmo modo que outras
atividades de sala de aula, aquelas de carater investigativo e exploratorio tambeém precisam
ser avaliadas. Nessa perspectiva, sugerem instrumentos, escalas e dimensdes, que adaptamos
ao nosso contexto e & nossa necessidade.

Assim, para analisar as atividades exploratorias, escolhemos critérios qualitativos
(muito bom, bom, regular e insuficiente), construidos com base em objetivos relacionados ao

desenvolvimento da trigonometria em triangulos esféricos retdngulos, como mostramos no
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Quadro 4.

Quadro 4: Critérios para avaliacdo de desempenho na atividade exploratoria em triangulos esféricos

Desempenho Caracteristicas

Entende totalmente os conceitos e principios matematicos das tarefas;
Relaciona elementos de tridngulo esférico com elementos da geometria plana;
Muito bom Demonstra a veracidade de expressdes da trigonometria esférica;

Utiliza terminologia e linguagem matematica de forma excelente.

Entende quase totalmente os conceitos e principios matematicos das tarefas;
Relaciona quase todos os elementos de tridngulo esférico com elementos da
geometria plana;

Demonstra a veracidade de quase todas as expressdes da trigonometria esférica;
Utiliza terminologia e linguagem matematica adequadas.

Bom

Entende parcialmente os conceitos e principios matematicos das tarefas;
Relaciona parcialmente os elementos de triangulo esférico com elementos da
geometria plana;

Regular N&o demonstra todos os resultados envolvendo deducdo de expressdes
(férmulas) da trigonometria esférica;

Utiliza terminologia e linguagem matematica parcialmente adequadas.

Demonstra pouco ou nenhum entendimento dos conceitos e principios
matematicos das tarefas;

Insuficiente N&o relaciona o triangulo esférico com elementos da geometria plana;

Termos matematicos e nota¢do sdo utilizados de forma inadequada;

N&o consegue realizar o processo de demonstragéo.

Fonte: elaborado pela autora

Nessa direcdo, observando os dados apresentados nos Quadros 3 e 4, averiguamos que
A4 e A9 responderam todas as tarefas de forma correta. Sendo assim, esses alunos
apresentaram um desempenho muito bom, ao deduzir as férmulas, tanto a partir das razdes
trigonométricas em tridngulos planos, quanto utilizando outras expressfes ja verificadas.
Também, como determinar outras férmulas pela permutacdo de elementos utilizando nos
processos simbologia matematica adequada. Cabe ressaltar que A4 se destacou ao apresentar
formas diversificadas para a confirmacdo das formulas.

Por sua vez, os alunos Al, A7, A8, All e A12 apresentaram um bom desempenho,
visto que confirmaram a veracidade das expressdes que dependiam das razBes trigonométricas
em triangulos retadngulos planos e da simples permutacdo de elementos, empregando
linguagem matematica, na maioria das vezes, de maneira adequada. Porém, tiveram
dificuldades naquelas que resultavam da manipulacdo algébrica de outras formulas da
trigonometria em triangulos esféricos retangulos.

Ja A3, A5 e A10 apresentaram dificuldades na deducéo, tanto das férmulas oriundas

das razdes trigonométricas em triangulos retangulos planos, quanto naquelas decorrentes de
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outras expressdes. Em diferentes momentos, esses alunos identificaram erroneamente as
razBGes trigonométricas (seno, cosseno e tangente). Em relacdo as expressdes determinadas a
partir da permutacéo de elementos, apenas A10 demonstrou dificuldades para sua realizacéo.

Quanto ao desempenho geral, consideramos que os de A3 e A5 foram regulares, pois
esses alunos conseguiram verificar apenas algumas das férmulas da trigonometria em
triangulos esféricos retdngulos. Em diferentes deducgdes, se equivocaram na definicdo das
razdes trigonométricas (seno, cosseno e tangente), impossibilitando a determinacdo de
conclusdes acertadas. Ja A10 apresentou um desempenho insuficiente. A aluna determinou,
em diferentes deducOes, as razBes trigonométricas (seno, cosseno e tangente) de forma
erronea, acarretando em resultados inconclusivos, demonstrando pouco entendimento da

trigonometria em triangulos retangulos.

Considerac0es finais

O presente trabalho teve por objetivo analisar como alunos de um curso de licenciatura
em matematica, definem/verificam expressdes da trigonometria em triangulos esféricos
retangulos, a partir das razdes trigonométricas da geometria plana. Para tanto, elaboramos
tarefas exploratorias, com orientacfes, visando a deducdo/definicdo das dez férmulas da
trigonometria em triangulos esféricos retangulos.

As tarefas exploratorias propostas foram divididas em trés grupos, de acordo com
estratégia indicativa para sua resolucdo. Assim, tinhamos quatro tarefas (1, 2, 6 e 7), as quais
indicavam a deducdo das férmulas a partir da exploracdo de razBes trigonométricas em
triangulos retangulos planos; duas tarefas (3 e 5), que definiam novas expressdes com base na
permutacdo de elementos; e quatro tarefas (4, 8, 9 e 10) que dependiam da manipulacdo
algébrica de outras expressdes ja verificadas.

Neste cenario, ao analisar os dados coletados, constamos que a maioria dos alunos nao
teve dificuldades na resolucdo daquelas que envolviam a exploracdo de razdes
trigonométricas em triangulos retangulos planos e da permutacéo de elementos. Aqueles que
apresentaram dificuldades, foi por se equivocarem em relacdo a definicdo da prépria razéo
trigonométrica, em especial, a tangente de um angulo.

Em relacdo as tarefas que necessitavam da manipulacao algébrica de outras expressoes
para a verificagdo da formula, a maioria dos alunos apresentou dificuldades, ndo conseguindo
articular as informacbes das expressbes ja verificadas com o resultado que queriam

demonstrar. Alguns alunos até realizaram substituices corretas e algumas operacdes, mas
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acabaram se perdendo no processo de deducdo. Acreditamos que isso se deva por ndo terem
clareza de onde precisavam chegar para garantir que comprovaram um determinado resultado.

Cabe destacar que foi importante a acdo realizada anteriormente a aplicacdo das
tarefas exploratorias que apresentamos nesse trabalho. Nessa agdo, construimos, com o
auxilio do software GeoGebra, um tridngulo esférico retangulo e seu respectivo triedro, bem
como triangulos retangulos planos sobre as faces do triedro. A exploragéo dessa construgéo,
possibilitou aos participantes identificarem a correspondéncia entre os elementos do triangulo
esférico retangulo e os angulos dos triangulos retangulos planos, para os quais ja conheciam
as razBes trigonomeétricas.

Como atividade posterior a essa que apresentamos no presente trabalho, realizamos
aplicacdes da trigonometria em tridngulos esféricos, na justificativa de resultados da prépria
trigonometria esférica, como a lei dos quadrantes, na resolucdo de triangulos esféricos
retdngulos e na determinacdo de longas distancias sobre o globo terrestre. N&o foi possivel
trazer esses dados aqui, em virtude da limitacdo de espago do artigo.

Nossa intengdo mais ampla, com o trabalho ora apresentado, € mostrar possibilidades
para 0 desenvolvimento de outros modelos geométricos dentro de um curso de formacéo
inicial de professores de matematica. Assim, esperamos que ele possa vir a incentivar estudos

futuros no campo das geometrias ndo-euclidianas, em especial da geometria esférica.
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