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Resumen: Los intervalos de confianza se ensefian actualmente en Espafia, tanto en los estudios
preuniversitarios del Bachillerato de Ciencias Sociales como en la mayoria de grados universitarios,
debido a su relevancia en la inferencia estadistica. El objetivo de este estudio es el de comparar la
comprension mostrada por distintos tipos de estudiantes de las propiedades esenciales del intervalo de
confianza, incluyendo la finalidad de la estimacion y el efecto que sobre el intervalo tiene el cambio de
la media, que no han sido tenidas en cuenta en la investigacion previa. Para ello se analizan las
respuestas de 58 estudiantes de Bachillerato, 57 de primer curso de Psicologia y 37 de primer curso de
Ingenieria a un cuestionario que consta de seis items de opcién multiple. Los resultados muestran la
existencia de errores ya descritos en la investigacion previa, relacionados con la interpretacion de la
definicion del intervalo o de los factores que inciden en su amplitud. Ademas, se identifican nuevos
errores asociados con la relacion entre la media muestral y el intervalo, asi como con la finalidad de la
estimacion por intervalos. Se informa de los errores que aparecen tanto con frecuencia similar en los
tres grupos como de los que tienen mas incidencia en uno de ellos con la finalidad de mejorar la
ensefianza del tema.
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UNDERSTANDING THE CONFIDENCE INTERVAL: A COMPARED
STUDY WITH UNIVERSITY AND PRE-UNIVERSITY STUDENTS

Abstract: Due to its relevance in statistical inference, confidence intervals are currently taught in
Spain in most university degrees and also in pre-university studies of Social Sciences Baccalaureate.
The main aim of this study is comparing the understanding shown by different types of students of key
properties of confidence intervals, including some properties that have not been taken into account in
previous research such as the purpose of estimation and the effect of the mean on the interval. Having
this objective in mind, the answers of 58 high school students, 57 students of the first course of
psychology and 37 of the first course of engineering to a questionnaire consisting of six multiple-
choice items have been analyzed. The results show the existence of errors already described in the
previous research, related to the interpretation of the definition of confidence intervals or related to
factors affecting their amplitude. Furthermore, new errors associated both with the relationship
between the sample mean and the interval, as well as with the purpose of interval estimation are
identified. We inform of errors that appear with similar frequency in the three groups and those with
more incidence in one of them, with the aim of improving the teaching of the topic.
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Introduccion

El uso de intervalos de confianza en la investigacion cientifica ha crecido en los
ultimos afios debido a las recomendaciones realizadas para complementar con este
procedimiento los contrastes de hipotesis (CUMMING; FIDLER; KALINOWSKI; LAl,
2012; THOMPSON, 2007; YAREMKO; HARARI: HARRISON; LYNN, 2013). Los
anteriores autores también sugieren que este tema es sencillo para los estudiantes e
investigadores, pero este supuesto se ve contradicho por los resultados de la investigacion
didactica sobre el tema (BATANERO; DIAZ-BATANERO; LOPEZ-MARTIN; ROLDAN-
LOPEZ DE HIERRO, en prensa; CASTRO; VANHOOF; NOORTGATEM; ONGHENA,
2007; OLIVO; BATANERO; DIAZ, 2008). Estas investigaciones se han concentrado
principalmente en la interpretacion del intervalo de confianza por parte de investigadores o de
estudiantes universitarios, con escasos estudios sobre la comprension del intervalo de
confianza por parte de los estudiantes espafioles.

La importancia de que los estudiantes comprendan la filosofia del intervalo de
confianza y sus propiedades mas relevantes, ademas de su construccién, ha sido reconocida
tanto en el dltimo curso de Bachillerato de Ciencias Sociales (estudiantes de 17 afios que

entraran en la universidad el curso siguiente), como en los cursos universitarios.

Tabla 1: Contenidos sobre intervalos de confianza estudiados por los estudiantes de la muestra.

Ingenieria Psicologia Bachillerato de Ciencias Sociales
Conceptos generales. Conceptos bésicos. Estimacion por intervalos de confianza;
Introduccion al muestreo. Distribuciones muestrales. relacién entre confianza, error y tamafio
Distribuciones en el Muestreo.  Métodos  de muestral; intervalo de confianza para la
muestreo en poblaciones muestreo.  Objetivo vy media poblacional de una distribucién
normales. Estimacion conceptos bésicos de la normal con desviacion tipica conocida;
puntual. Propiedades de estimacion. Estimacion intervalo de confianza para la media
los estimadores. puntual. Métodos de poblacional de una distribucién de
Estimacion por intervalos construccion de modelo  desconocido y para la
de confianza. estimadores. Propiedades de proporcion en el caso de muestras
los estimadores. Estimacion grandes.

por intervalos.

Fuente: Elaboracion propia (2020)

Asi, en el curriculo espafiol para el dltimo curso de Bachillerato de Ciencias Sociales
(MECD, 2015) se incluyen los contenidos mostrados en la ultima columna de la Tabla 1.
Estos alumnos tienen que realizar al finalizar este curso las pruebas de acceso a la universidad
que incluyen habitualmente un problema de intervalos de confianza (LOPEZ-MARTIN;
BATANERO; GEA; ARTEAGA, 2016). Los contenidos en los cursos universitarios de
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estadistica son muy similares, en particular, en las carreras de Psicologia e Ingenieria en la
Universidad de Granada (ver la primera y segunda columna de la Tabla 1).
El objetivo de este trabajo es comparar la comprension de las principales propiedades
del intervalo de confianza entre tres tipos diferentes de estudiantes: dos clases de estudiantes
universitarios (unos del grado en Ingenieria Informética y otros del grado de Psicologia) y un

grupo de estudiantes preuniversitarios.
Fundamentos

La estimacion por intervalos ha recibido diferentes soluciones matemaéticas a lo largo
de su historia, como se describe en Olivo (2007) y Rivadulla (1991). Dicho intervalo puede
ser construido en la actualidad con diferentes metodologias que no sélo se diferencian en los
procedimientos matematicos, sino en sus fundamentos filosoficos, aunque todas se basan en la
variabilidad muestral al estimar un parametro poblacional 8 (MOREY et al., 2016).

En la metodologia frecuencial, que es la habitualmente ensefiada en Espafia, dicho
pardmetro (por ejemplo, la media o la proporcion de un cierto caracter en una poblacion) se
supone que es un valor constante, pero desconocido, que determina la distribucion de la
variable en la poblacion. Para estimarlo se selecciona una muestra aleatoria de la misma a
partir de la cual se calcula un estimador del parametro 8 que puede variar de una muestra a
otra. La precision de la estimacion, siguiendo a Neyman (1937), se expresa construyendo un
intervalo de valores que incluye al estimador y toma la forma [é — k155,60 + k,S; ] siendo
Sg la desviacion tipica de dicho estimador.

Los valores k; y k, se calculan en funcion del coeficiente de confianza 1 — «a, siendo
0 < a <1, escogido por el investigador, usualmente 0,95 o 0,99 (MAYO, 1981). Si la
distribucion muestral del estadistico es simétrica (por ejemplo, normal) estos valores
coinciden.

Segun Mayo (1981), el valor 1 —a (o confianza en la estimacion) se refiere al
porcentaje de intervalos construidos a partir de diferentes muestras independientes del mismo
tamanio de la poblacion que cubriran el pardmetro. Segun este autor, no debe interpretarse esta
confianza como la probabilidad de que el verdadero valor del parametro 6 esté situado dentro
del intervalo construido. Morey et al. (2016) denominan falacia fundamental de la confianza
al hecho de interpretar dicha confianza como la probabilidad de que el parametro esté

contenido en el intervalo, lo cual seria una interpretacion bayesiana como veremos a
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continuacion.

En inferencia bayesiana, el parametro se considera aleatorio y se caracteriza por una
distribucion a priori p(6) (GELMAN; SHALIZI, 2012) que refleja el grado de credibilidad
que la persona que quiere construir el intervalo da a los valores posibles del parametro, antes
de recoger los datos. La probabilidad se interpreta de forma subjetiva; dependiendo de su
conocimiento distintos individuos podrian proponer diferentes distribuciones a priori.

Dicha metodologia bayesiana se desarrolla fundamentalmente a partir del teorema de
Bayes, y su finalidad es calcular la distribucion a posteriori del parametro a partir del
conocimiento de su distribucion a priori y de los datos obtenidos experimentalmente y
(BOLSTAD, 2013):

p6ly) = p(y18)p(6)/p(y)

En esta expresion p(y|6) es la verosimilitud de los datos observados para un valor
dado del parametro. Ademas, p(y) = [ p(y|8)p(8)dy, integrandose a través de todo el rango
admisible de valores de y; por tanto, es un valor constante, de modo que podemos simplificar
la expresién para obtener:

p(Bly) = Kp(y16)p(6)

De esta forma, se puede decir que la distribucidn a posteriori del pardmetro se obtiene
multiplicando su distribucion a priori por la funcion de verosimilitud. El teorema de Bayes se
deduce de su articulo publicado en Bayes (1970-1763); por tanto, estrictamente puede
considerarse que la inferencia bayesiana se inicia desde esta fecha y es anterior a la
frecuencial (RIVADULLA, 1991). Una vez obtenida la distribucion a posteriori, se utiliza
dicha distribucion para obtener intervalos de credibilidad para el parametro. Elegido un nivel
de credibilidad 1 — «, C es un intervalo de credibilidad al 100(1 —a)% si p(fly) =21 — «a
en dicho intervalo. Para el intervalo de credibilidad, 1 — a es la probabilidad de que el
parametro esté entre los valores dados, que se consideran fijos y no aleatorios (CEPEDA-
CUERVO; AGUILAR; CERVANTES; CORRALES; DIAZ; RODRIGUEZ, 2008).

Otra técnica posible son los métodos de remuestreo, cuya filosofia esta basada en que
toda la informacidn requerida sobre el parametro esta en los datos. En el método de bootstrap,
conceptualizado por Efron (1979), la idea principal es extraer muchas muestras con
reemplazamiento de una muestra original y deducir a partir de ellas una distribucion muestral
aproximada, utilizando el estadistico calculado en cada una de las diferentes remuestras. La
distribucion resultante es similar a la distribucién muestral, pero conceptualmente diferente;

se denomina distribucion bootstrap y se utiliza para realizar inferencias sobre la poblacion,
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incluido el célculo de intervalos de confianza.

En todos los cursos participantes en el estudio se ensefié el intervalo de confianza
siguiendo la metodologia frecuencial, en forma simplificada y adaptando el contexto de los
problemas presentados a la especialidad del estudiante. En los cursos universitarios se
utilizaron paquetes estadisticos como ayuda al célculo, mientras que los estudiantes de
Bachillerato contaban con la calculadora para esta finalidad. Ademas, en este Gltimo curso se
propusieron y resolvieron problemas planteados en las pruebas de acceso a la universidad,

pues los alumnos se preparaban para dichas pruebas.
Antecedentes

Una parte de investigaciones sobre la comprension de los intervalos de confianza se
han realizado tomando como sujetos a investigadores en psicologia o educacion, bien a partir
de entrevistas o encuestas a los mismos, o mediante el andlisis de su interpretacion de
intervalos de confianza en articulos publicados en revistas de investigacion de impacto.

Uno de los estudios mas citados fue el de Cumming, William y Fidler (2004), quienes
entrevistaron a 263 autores de articulos publicados en revistas de impacto en los que habian
utilizado intervalos de confianza para ver si entendian el concepto de replicacion. Tras
proporcionarles un intervalo de confianza para la media de una poblacion, construido a un
coeficiente de confianza del 95%, se les preguntd sobre los valores que esperaban de la media
muestral si se repitiese el mismo experimento en un gran nimero de ocasiones. Mas de tres
cuartas partes de los investigadores participantes en el estudio respondieron que la media
volveria a caer en el intervalo proporcionado en el 95% de las veces, lo que es una
interpretacion propia del método de remuestreo y no del método frecuencial de construccion
de intervalos.

Otro estudio realizado, esta vez con investigadores y estudiantes, es el de Behar
(2001), quien proporciond un cuestionario a 47 investigadores y 297 estudiantes de ingenieria
en Colombia. EIl autor indic6 que el 29% de los investigadores y el 50% de estudiantes
interpretaban el coeficiente de confianza como porcentaje de valores de la variable que cae en
el intervalo. Ademas, el 40% de los investigadores y 50% de los estudiantes suponian que el
nivel de confianza era la probabilidad de que el intervalo contuviese al verdadero valor del
parametro poblacional, lo que seria una interpretacién bayesiana y no frecuencial del
intervalo. Como se ha indicado, la interpretacion frecuencial correcta (MAYO, 1981) es que

algunos intervalos no contienen al verdadero valor del parametro, pero al repetir muchas
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veces el experimento, el porcentaje de intervalos que contienen al pardmetro poblacional se
acerca al coeficiente de confianza. Otros errores fueron creer que al aumentar el coeficiente de
confianza dejando invariantes los demas factores se obtienen intervalos mas estrechos e
incluso suponer que existe proporcionalidad directa entre la anchura del intervalo y el tamafio
de la muestra.

Fidler y Cumming (2005) identificaron otros errores de comprension del intervalo de
confianza en una muestra de 180 estudiantes de psicologia: el 38% de los participantes en el
estudio interpretaban el intervalo como un conjunto de valores razonables para la media
muestral, lo que es una interpretacion del intervalo en remuestreo, y un 19% confundia el
rango de la variable aleatoria con el intervalo de confianza. Por otro lado, un 20% pensaba
que la anchura del intervalo aumentaria con el tamafio muestral, un 29% considerd que no
variaria y un 36% no fue capaz de describir el tipo de relacion entre la anchura y el tamafio de
la muestra.

Olivo y Batanero (2007) estudiaron la comprension del intervalo de confianza en 48
estudiantes de ingenieria teniendo en cuenta los contenidos de un analisis previo del tema en
libros de texto universitarios utilizados por los estudiantes. Aunque la mayor parte de los
estudiantes respondieron correctamente muchas preguntas, los autores también describieron
los siguientes conflictos semi6ticos de algunos de ellos:

e EI 27% de los alumnos dio una interpretacion bayesiana al intervalo, identificando el
coeficiente de confianza como la probabilidad de que el intervalo contenga al
parametro poblacional, mientras otro 21% interpretd que el intervalo contenia un
porcentaje de valores de la variable, en vez de comprender que se trata de una
estimacion del parametro.

e La relacion entre el tamafio de la muestra y la precision del intervalo solo fue
comprendida correctamente por el 25% de los alumnos, mientras que el 18% sugirié
que el coeficiente de confianza no afectaba a la anchura del intervalo.

Olivo, Batanero y Diaz (2008) replicaron el estudio anterior con 252 estudiantes de
ingenieria, el 25% de los cuales confundié el estadistico con el parametro, pensando que el
intervalo se construia para predecir los valores de la media muestral, lo que en realidad seria
la interpretacion propia de los intervalos construidos con el método de remuestreo. Otro 33%
no comprendia la relacién entre ancho del intervalo y tamafio de muestra o el coeficiente de
confianza, y un 32% de estudiantes que habian calculado correctamente el intervalo le daban
una interpretacion bayesiana.

Estos errores también aparecen en ocasiones en los estudiantes universitarios que se
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preparan para ser profesores de matematicas, como muestran Lopez-Martin et al. (2019a), en
un estudio con 73 futuros profesores de matematicas de secundaria a los que se pidié construir
e interpretar un intervalo de confianza. Mientras sélo un 28,8% de los participantes dio una
interpretacion correcta, el 11% afirmé que el intervalo debia contener, con seguridad, el
verdadero valor del pardmetro (vision determinista). Un 17,8% dio la interpretacion bayesiana
y el 41,1% no aportd ninguna interpretacion (ni correcta ni incorrecta) sobre el significado del
intervalo de confianza; finalmente un estudiante pensé que el intervalo servia para estimar el

estadistico muestral y no el poblacional.
Metodologia

Esta investigacion se llevd a cabo con una muestra intencional de estudiantes, por lo
que nuestro estudio es de tipo exploratorio. De esta forma, no pretendemos extender las
conclusiones obtenidas a una muestra 0 a una poblacion més amplia sino explorar la
informacidn que nos proporcionan los individuos analizados.

La muestra estuvo formada por tres tipos diferentes de estudiantes. EI primer grupo
incluyd a 58 estudiantes preuniversitarios del dltimo curso de Bachillerato de Ciencias
Sociales, distribuidos en dos institutos diferentes: uno situado en la ciudad de Granada, con 24
estudiantes, y otro situado en la periferia de dicha ciudad, con 34 estudiantes. El segundo
grupo consisti6 en 35 estudiantes universitarios del grado de Ingenieria, todos ellos
matriculados en la Universidad de Granada, los cuales estaban cursando una asignatura de
estadistica en el primer curso del grado (en concreto, 23 de ellos estaban matriculados en el
grado de Ingenieria de Telecomunicaciones y el resto en Ingenieria Informatica). Finalmente,
también se incluyd en el estudio un grupo de 57 estudiantes universitarios del grado de
Psicologia que estaban estudiando la asignatura “Andlisis de datos en Psicologia 2” en la
Universidad de Huelva. Es conveniente aclarar que esta investigacion se llevo a cabo después
de que todos ellos hubiesen terminado el estudio de este tema.

Aunque los tres grupos de estudiantes son diversos, otra de las diferencias que
debemos destacar es el tiempo que habian empleado en el estudio de la inferencia estadistica.
Los estudiantes de Bachillerato y los estudiantes de Ingenieria se enfrentaban por primera vez
a este tema. En el primer grupo, la Unica asignatura preuniversitaria que aborda este tema se
imparte precisamente en el Bachillerato de Ciencias Sociales. Por otro lado, los estudiantes de
Ingenieria provenian del Bachillerato Tecnoldgico, que no incluye la inferencia, por lo que

acababan de estudiarla por primera vez en el grado universitario. Sin embargo, los estudiantes
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del grado en Psicologia habian pasado en su gran mayoria por el Bachillerato en Ciencias
Sociales, donde se incluyen los intervalos de confianza, por lo que éste era el segundo curso
que estudiaban inferencia. Todos los cuestionarios fueron completados a lo largo del mes de
mayo de 2019, cuando todos los grupos de estudiantes habian finalizado el estudio de la
inferencia y se preparaban para las pruebas de evaluacion finales de sus correspondientes
asignaturas. El cuestionario se completd dentro de la hora de clase, corrigiéndose en otra
sesion posterior como una actividad que hiciera reflexionar a los participantes sobre su grado

de comprension sobre los intervalos de confianza.

Instrumento

El cuestionario utilizado se construyd expresamente para esta investigacion y consta
de seis items de opcion mdltiple, que incluimos en el apéndice final del presente trabajo. Los
items 1 a 3 estan adaptados de otros utilizados por Olivo (2008), el 4 de Behar (2001) y los
items 5 y 6 son de elaboracion propia.

El primer item analiza la comprension de la definicion del intervalo de confianza. La
interpretacion correcta de la definicion viene dada en la opcion b, donde se resalta el caracter
aleatorio de los extremos del intervalo y el porcentaje de intervalos, calculados a partir de
diferentes muestras del mismo tamarfio, que cubren el valor del pardmetro. El distractor a
evalUa la confusion entre media muestral y poblacional (BEHAR, 2001), y es incorrecto
porque el intervalo estd centrado en la media muestral x; el distractor ¢ considera el conflicto
producido al suponer constantes los extremos del intervalo, error identificado por Lépez-
Martin et al. (2019b), y el d la interpretacion bayesiana del intervalo (BEHAR, 2001; OLIVO;
BATANERO, 2007).

El item 2 estudia la comprension de la relacion entre el ancho del intervalo de
confianza y el tamafio de la muestra, siendo la respuesta correcta la b, ya que el intervalo se
obtiene sumando y restando a la media muestral un valor que depende inversamente de la raiz
cuadrada del tamafio muestral, por lo que un aumento de éste en dos 6rdenes de magnitud
implica una disminucion en la anchura del intervalo a la décima parte. El distractor a evalla la
confusion entre confianza y amplitud, al igual que el ¢, pues la precision del intervalo si viene
influenciada por el tamafio de muestra. La opcién d contempla el error de suponer la relacién
opuesta entre tamafio de muestra y amplitud del intervalo.

El item 3 evalGa la comprension de la relacion entre el coeficiente de confianza y el
ancho del intervalo. Cuanto mayor es la confianza, mayor es la anchura del intervalo, por lo

que c y d son respuestas correctas y equivalentes, mientras que a y b son incorrectas.
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El item 4 analiza la relacion entre la anchura del intervalo y el valor de la varianza de
la poblacion y tiene dos opciones correctas (b y d). Puesto que la anchura del intervalo de
confianza sigue la expresion 2z, - o/vn , si la desviacion estandar (o) disminuye, la
anchura del intervalo de confianza también disminuye, y viceversa. Los distractores a y ¢
evallan la falta de comprension de esta relacion.

El item 5 es de elaboracion propia y evalta la comprension de que el ancho del
intervalo no varia cuando se traslada la media puesto que esta centrado en ella. Las respuestas
correctas son tanto ¢ como d. La primera porque, al ser aleatorios los extremos, algunos
intervalos no cubren el valor del parametro. Con ella pretendemos observar si el alumnado
cree que el verdadero valor del parametro poblacional siempre esta contenido en el intervalo
de confianza cuando el nivel de confianza es muy alto, error sefialado previamente por Olivo
(2008). Y la respuesta d también es correcta, puesto que la anchura del intervalo de confianza
no depende de la media muestral como puede comprobarse por su expresion matematica. El
distractor b es claramente falso ya que, para obtener los extremos, siempre se suma y se resta
una cantidad positiva a la media muestral, lo que obliga indiscutiblemente a que ésta no pueda
ser uno de los extremos. El distractor a es la negacion del distractor d y, por tanto, incorrecto.

Finalmente, en el item 6 pretendiamos analizar si el alumnado conoce el problema que
se desea resolver, es decir, se trata de estimar, mediante un intervalo, un valor desconocido
que resulta de interés para la descripcién de una poblacién. Por ello, la respuesta correcta es la
d, ya que no hay problema de estimacion cuando se conoce el valor poblacional. Las opciones
a y b proporcionaban sendos intervalos para el parametro poblacional, diferenciandose en que
uno contiene al verdadero valor de la media poblacional y el otro no. Quienes eligen el
intervalo que contenia al verdadero valor poblacional (distractor a), dan una interpretacion al
intervalo en remuestreo (describiéndolo como un conjunto de valores plausibles para el
parametro poblacional). El distractor ¢ pretendia observar si el alumnado piensa que todos los
intervalos de confianza contienen al verdadero valor del parametro poblacional, error
sefialado tanto por Behar (2001) como por Olivo (2008).

En la Tabla 2 mostramos un resumen del contenido evaluado por el cuestionario que,
como se puede observar, incluye un amplio abanico de propiedades del intervalo de confianza

junto con algunos de los conflictos previamente detectados en la investigacion.
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Tabla 2: Contenido evaluado en los items.
Contenido 117 12 I3 14 15 16

Definicion del intervalo de confianza

Porcentaje de intervalos que cubre el valor del parametro

Extremos aleatorios en el intervalo

Confusion entre media muestral y poblacional

Considerar fijos los extremos del intervalo

X | X | X | X | X | X

Confusion entre confianza y probabilidad (interpretacion bayesiana)

Relacion del ancho del intervalo y tamafio de la muestra

Confusion entre confianza y amplitud

Relacion entre precision y confianza

X | X | X | X
x

Férmula de la desviacion tipica de la distribucion muestral

Relacién entre amplitud del intervalo y varianza de la poblacion X

Relacion del intervalo con la media muestral X

Algunos intervalos no cubren el parametro X

El ancho del intervalo no depende de la media muestral X

El intervalo sirve para estimar valores desconocidos del parametro X

Pensar que el intervalo siempre contiene al pardmetro X
Fuente: Elaboracion propia (2020)

Resultados

A continuacidn, se analizan los resultados obtenidos estudiando, en primer lugar, el
namero y porcentaje de estudiantes de cada grupo que dan la/s respuesta/s correcta/s a los
diferentes items (recordemos que algunos tienen mas de una opcién correcta), asi como los
que eligen los distractores que suponen un error de interpretacion. Ademas, compararemos los

diferentes grupos con los resultados de las investigaciones citadas en los antecedentes.

Dificultad comparada de los items

En la Tabla 3 mostramos las frecuencias absolutas de aciertos en cada item y
presentamos tanto los correspondientes porcentajes de acierto como los porcentajes medios en
el total de opciones correctas posibles (que suman 9). En dicha tabla se observa, de entrada,
gue el mayor porcentaje medio corresponde a los estudiantes de Psicologia, quienes habian

estudiado el tema por segunda vez.
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Tabla 3: Frecuencia y porcentaje de respuestas correctas por item.
Ingenieria (n = 35) Psicologia (n = 57)  Bachillerato (n = 58) Porcentaje
Frecuencia % Frecuencia %  Frecuencia % promedio
item 1, opcion b 25 71,4 28 49,1 32 55,2 58,6
item 2, opcion b 9 25,7 24 42,1 15 25,9 31,2
item 3, opcidn ¢ 19 54,3 28 49,1 13 22,4 419
item 3, opcién d 8 22,9 14 24,6 7 12,1 19,9
item 4. opcion b 17 48,6 45 78,9 14 24,1 50,5
item 4, opcion d 20 57,1 44 77,2 17 29,3 54,5
item 5, opcidn ¢ 29 82,9 44 77,2 21 36,2 65,4
item 5, opcién d 15 42,9 20 35,1 17 29,3 35,8
item 6, opcion d 14 40,0 16 28,1 21 36,2 34,8
Promedio grupal 49,5 51,3 30,1

Fuente: Elaboracion propia (2020)

Al comparar los estudiantes de Ingenieria con los de Bachillerato, estos altimos
obtienen un menor porcentaje medio de respuestas correctas, 10 que atribuimos a su menor
preparacion en otras ramas de matematicas, como el célculo o el algebra, que posiblemente
les ocasione una mayor dificultad para comprender la definicion y las propiedades del
intervalo de confianza.

Si realizamos una comparacién global del porcentaje medio (uniendo los tres grupos)
en cada respuesta correcta, observamos que la mas sencilla (al menos, la que mas acierto ha
ocasionado entre el alumnado) ha sido la 5c, que interpelaba al estudiante sobre la posibilidad
de que la media poblacional no cayese dentro del intervalo. Sigue la opcién 1b, que
corresponde a la definicion correcta del intervalo (punto de vista frecuencial), y las 4d y 4b
(relacion de la anchura del intervalo con la desviacion tipica de la poblacion). Todas estas
propiedades son comprendidas por al menos el 50% de los participantes, aunque hay
importantes diferencias: asi, la 5¢c es comprendida s6lo por el 36,2% de estudiantes de
Bachillerato, mientras que una amplia proporcion en los dos grupos universitarios la domina;
igualmente ocurre con las propiedades 1b, 4d y 4b.

La propiedad mas complicada de detectar por parte del alumnado fue la 3d, que
involucra la palabra “precision”. En este sentido, hay que considerar que esta palabra puede
tener diferentes significados segun el contexto en que se utiliza. Hay contextos en los que la
precision de un numero viene dada por la cantidad de cifras decimales significativas, pero en
otros contextos, es mas precisa una estimacion que se acerca mas al verdadero valor

desconocido, aun teniendo menos cifras decimales. En el contexto de la inferencia estadistica,
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el intervalo es més preciso cuando es més estrecho, pero el alumnado puede pensar que este
término hace referencia al nimero de cifras decimales con que se trabaja. Sin duda, la
deteccion de esta dificultas, superada Unicamente por la quinta parte del alumnado, pone de
manifiesto la necesidad de incidir este aspecto en el aula ordinaria. En menor medida también
resulté complicado el apartado 2b, que hace referencia nuevamente a la amplitud del intervalo

de confianza, analizando su variacién cuando cambia el tamafio muestral.

Errores identificados en los distractores de los items

Observamos un alto porcentaje de estudiantes que muestran errores de comprension y
que se presentan en la Tabla 4. Algunos de ellos ya fueron detectados en investigaciones
previas. EI mas frecuente consiste en considerar que cuando se reduce el coeficiente de
confianza aumenta la anchura del intervalo (item 3, distractor b), citado por Yafiez y Behar
(2009), asi como en Morey et al. (2016), Olivo (2008) y Olivo y Batanero (2007). Otro error
frecuente se presenta al considerar que el intervalo de confianza debe contener siempre a la
media poblacional (item 6, distractor c), lo que supone dar una interpretacion determinista al
mismo, dificultad que encontraron Lopez-Martin et al. (2019a) en su trabajo, aunque en
menor porcentaje al nuestro (11% vs. 46,3%).

Sigue en frecuencia la interpretacion bayesiana al intervalo de confianza (item 1,
distractor d), es decir, estos estudiantes interpretan el coeficiente de confianza como una
probabilidad a posteriori que sélo puede ser calculada en el método bayesiano. Este error,
segun Morey et al. (2016), constituye la “falacia fundamental de la confianza” y esta
ampliamente extendida entre los participantes de nuestro estudio. Olivo et al. (2008) indicaron
que no es posible calcular la probabilidad de que el intervalo de confianza contenga al
parametro, pues la confianza no estd depositada en el intervalo, sino en el método de
construccion de los intervalos.

Tienen variada frecuencia los conflictos ligados a la relacién de la amplitud y
precisién con diversos factores, tales como pensar que la anchura del intervalo aumenta
cuando crece el tamafio de la muestra (item 2, distractor d), error descrito en Fidler y
Cumming (2005) entre el 20% de sus estudiantes de Psicologia (porcentaje muy parecido al
nuestro). Esta dificultad se observa también al ligar precision y confianza (item 3, distractor
a) o pensar que al cambiar la desviacion tipica no cambia el intervalo (item 4, distractor a),

error encontrados también en Olivo (2008).
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Tabla 4: Porcentajes de estudiantes que presentan diferentes errores.
Errores identificados en otras investigaciones item Inge- Psico-  Bachi-  Pro-
nieria  logia llerato  medio

Reducir el coeficiente de confianza reduce la precision 3(a) 57,1 75,4 62,1 64,9
El intervalo siempre contiene la media poblacional 6 (c) 34,3 64,9 39,7 46,3
Interpretacion bayesiana del intervalo 1(d) 40,0 36,8 37,9 38,2
Reducir la confianza aumenta el intervalo 3(b) 28,6 43,9 12,1 28,2
Aumentar la muestra aumenta la amplitud del intervalo 2 (d) 25,7 12,3 37,9 25,3
Extremos del intervalo constantes 1(c) 2,9 53 34 3,9
Disminuir la desviacidn tipica no cambia el intervalo 4 (a) 2,8 3,5 5,2 3,8
Nuevos errores identificados en el trabajo
La amplitud depende de la media muestral 5(a) 51,4 49,1 50,0 50,2
Aumentar la muestra aumenta siempre la confianza 2 (a) 37,1 43,9 32,8 37,9
Disminuir la desviacidn tipica aumenta el intervalo 4 (c) 28,6 15,8 46,6 30,3
No comprende la finalidad de la e§t|maC|on y calcula el 6 (a) 54,3 5.3 172 256
intervalo cuando se conoce el parametro
Ligar la precisién solo a la confianza 2 (c) 20,0 1,8 17,2 13,0
La media muestral es un extremo del intervalo 5(b) 8,6 3,5 27,6 13,2
El intervalo contiene un % de veces la media muestral 1(a) 57 3,5 1,7 3,6

Fuente: Elaboracion propia (2020).

Al mismo tiempo hay pocos estudiantes que consideren los extremos del intervalo
constantes (item 1, distractor ¢) o que contenga la media muestral un porcentaje de veces
(item 1, distractor a), en contra de lo obtenido por Behar (2001) y Olivo (2008).

Ademas, hemos identificado nuevos errores no descritos anteriormente, algunos de los
cuales se dan en un alto porcentaje, como los siguientes:

e Considerar que la amplitud del intervalo depende de la media muestral (item 5,
distractor a), lo que podria venir explicado por el hecho de que la media muestral
interviene en la formula de célculo.

e Suponer que el tamafio de muestra aumenta la confianza (item 2, distractor a); esta
creencia puede ser debida a que en general el mayor tamafio de muestra proporciona
menor variabilidad en la estimacion y el alumno confunde la idea de confianza con la
de variabilidad.

e Creer que al disminuir la desviacion tipica aumenta el intervalo (item 4, distractor c),
lo que indica una falta de comprensién de la relacion que guardan, visible incluso en la
aritmética de la propia formula de célculo.

e No relacionar las ideas equivalentes de “intervalo mas estrecho” con “intervalo mas
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preciso” (en el item 3, ningin alumno eligié ambas opciones correctas y equivalentes)

y suponer que la precision esté ligada solo a la confianza (item 2, distractor c).

e Con menor proporcion, algunos estudiantes piensan que la media muestral se sitda en

un extremo del intervalo de confianza (item 5, distractor b).

e Suponer que algunos intervalos no contienen a la media muestral (distractor a del item

1), lo que demuestra que el alumnado no comprende que el centro del intervalo se

situa en dicha media.

Los errores anteriores aparecen con frecuencias muy similares en los tres grupos de
estudiantes, lo que indica que se transmiten en diferentes tipos de ensefianza. Es més
frecuente en Bachillerato el error de pensar que el tamafio de muestra aumenta la amplitud del
intervalo (también frecuente en Ingenieria), e incluso creer que la media puede ser un extremo
del intervalo.

En Psicologia tiene mayor aparicion el pensar que reducir la confianza aumenta el
intervalo (muy poco frecuente en Bachillerato), que el intervalo contiene siempre a la media
poblacional, y que aumentar la muestra siempre aumenta la confianza.

En Ingenieria tiene mas frecuencia el ligar la precision a la confianza (también en
Bachillerato) o pensar que la amplitud depende de la media muestral y, sobre todo, no
comprender la finalidad de la estimacion. En resumen, estos estudiantes de Ingenieria, aun
cuando se les presupone una mayor formacién matematica que la de los otros dos grupos,
tienen mas conocimiento de las propiedades del intervalo, pero confunden algunos conceptos
y N0 muestran un mayor conocimiento de en qué situaciones debe aplicarse la estimacion por

intervalo.
NUmero de respuestas correctas

Con objeto de comparar los resultados globalmente en los tres grupos, se calificé cada
una de las opciones correctas elegidas con 1 punto, obteniéndose una nueva variable
“puntuacion total” que puede variar tedricamente entre 0 y 9 puntos (puesto que hay seis
cuestiones, pero tres de ellas tienen dos opciones correctas). y se represento graficamente la
distribucion de las puntuaciones en cada grupo con graficos de caja (Figura 1). En ella se
observa un mejor desempefio de los estudiantes de Ingenieria, algunos de los cuéles alcanzan
las puntuaciones 8 y 9, mientras que hay estudiantes de Bachillerato que no son capaces de
identificar ninguna o sOlo una respuesta correcta. Ademas, esta diferencia entre grupos
también se evidencia al comparar la mediana, pues en los estudiantes de ingenieria es de 5
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respuestas correctas (algo méas de la mitad) mientras que la de los estudiantes de Bachillerato
es escasamente de dos. Por otro lado, se puede observar el valor superior de los cuartiles en el
grupo de ingenieria, donde el 50% de los estudiantes alcanza una puntuacién de 4 a 5,
mientras que el 50% de los estudiantes de Bachillerato alcanza un valor entre 2 y 4 respuestas

correctas. Estos datos se completan con los estadisticos presentados en la Tabla 5.

Figura 1: Distribucion de puntuaciones en cada grupo.

de respuestas correclas

Numero

Ty

o

Ingemneria P=sicologia Bachillerato

Fuente: Elaboracion propia (2020)

Dado que la variable que mide el nimero de respuestas correctas toma valores enteros
entre 0 y 9, se realizé un test de normalidad de Shapiro-Wilk, el cual nos informé de que no
podemos suponer que la variable sea normal. Al aplicar el test no paramétrico de Kruskal-
Wallis de igualdad de medias encontramos un estadistico de contraste W =37,022 y un p-
valor P <0,001, lo que indica que hay diferencias estadisticamente significativas entre las
medias. En la Figura 2 podemos encontrar los correspondientes rangos promedio asociados a
los diferentes grupos. Las comparaciones multiples descritas en la Tabla 5 (véase también la
Figura 2) nos permiten concluir que los estudiantes de Ingenieria y de Psicologia ofrecen el
mismo desempefio medio, mientras que el éxito de los estudiantes de Bachillerato en esta

tarea es menor.
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Figura 2: Rangos promedio obtenidos en la prueba de Kruskal-Wallis.
Psicologia
9393
ON'genieria
89,77
Bachillerato
48,78
(6)
Fuente: Elaboracion propia (2020)

Tabla 5: Comparaciones multiples por la prueba de Kruskal-Wallis.
Muestra 1 — Muestra 2 Prueba estadistica (W)  Error tipico  Significacion
Bachillerato — Ingenieria 40,996 9,167 < 0,001
Bachillerato — Psicologia 45,154 7,988 <0,001

Ingenieria — Psicologia -4,158 9,197 0,651

Fuente: Elaboracion propia (2020)

Conclusiones

El estudio realizado informa de la comprensién de tres grupos diferentes de
estudiantes sobre la definicion del intervalo de confianza y sus principales propiedades,
especialmente de cdémo los distintos factores influyen en el mismo. El trabajo aporta
informacion original, pues es el primero realizado con estudiantes espafioles, ya que nuestras
propias investigaciones con estudiantes fueron realizadas en otros paises. Los resultados
indican que el tema ofrece grandes dificultades a los estudiantes de la muestra, especialmente
para los de Bachillerato, a los que le faltan herramientas matematicas para mejorar su
comprension. No obstante, es de destacar que practicamente todos los estudiantes, a pesar de
su distinta preparacion matematica, cometen los mismos errores de interpretacion, lo que
puede indicar que estos errores no derivan de los conocimientos matematicos previos o de sus
destrezas actuales, sino de la ensefianza recibida. Si queremos conseguir profesionales
estadisticamente bien formados, nos debiéramos plantear la posibilidad de incidir sobre la

formacion actual de los docentes en este tema, que podria mejorar los resultados en el tema de
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la inferencia. Ello supondria dedicar menos tiempo al calculo practico de los intervalos de
confianza (cuestion ampliamente superada con la tecnologia actual) y mas al significado
ultimo tanto de los intervalos calculados como del método general de calculo de los mismos.

Desde nuestro punto de vista, la informacion descrita a lo largo del presente trabajo
puede ser de utilidad a los docentes, quienes en muchos casos podrian no ser conscientes de
que estan creando limitaciones en la compresion del intervalo de confianza entre su alumnado
e incluso algunos de ellos pueden tener dificultades con el tema (LOPEZ-MARTIN et al.,
2019a). De hecho, los libros de texto que utilizamos en clase para ayudarnos en nuestro
quehacer diario también estan impregnados de interpretaciones erroneas de las formulas
matematicas y su significado (GEA; LOPEZ-MARTIN; ROA, 2015), lo cual redunda en que
el problema se vaya haciendo cada vez mas grande y se transmita de un nivel educativo a
otro.

La diversidad de errores que aparecen durante nuestro trabajo nos lleva a destacar que
la interpretacion del intervalo de confianza y la consideracion de sus propiedades esenciales
es tan importante como su célculo efectivo en la practica. No podemos dotar a este objeto
matematico de un significado real si no es a través de la comprension de las situaciones en las
que debe plantearse, y como los diferentes factores los determinan de una forma u otra.

Coherentemente con lo anterior y a la vista de los resultados obtenidos en cada una de
las cuestiones, proponemos las siguientes recomendaciones para la mejora de los procesos de
ensefianza y aprendizaje de la estimacion a través de intervalos de confianza para el alumnado
universitario y preuniversitario:

1) En primer lugar, nos parece conveniente profundizar en el problema de estimacion
que trata de resolverse a través del intervalo de confianza, que es obtener un valor
aproximado del verdadero valor del pardametro de la poblacién desconocido.
Ademas, hay que ser conscientes de que la respuesta que se dé siempre sera
aproximada.

2) En segundo lugar, nos parece importante hacer un esfuerzo por atajar la falacia
fundamental de la confianza. Ello solo se conseguira si transmitimos al alumnado
algunas de las interpretaciones que existen del intervalo de confianza y
destacamos la correcta.

3) Desde el punto de vista practico, es esencial el calculo del intervalo de confianza,
pero deberia hacerse un esfuerzo por analizar como los diferentes factores
influyen en el resultado final. Por ejemplo, después de completar un ejercicio en el

que se calcule un intervalo de confianza asociado a una muestra, podria ser
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conveniente preguntar a los estudiantes sobre lo que ocurriria si la muestra fuese
100 veces mayor, si la desviacion tipica fuese el doble o si la media muestral se
trasladase una cierta cantidad. Con un poco de esfuerzo los resultados podrian ser
significativamente mejores.

4) El uso de la tecnologia mejoraria indudablemente la interpretacion del intervalo de
confianza. Por ejemplo, en muchas ocasiones construimos un Gnico intervalo
asociado a Unica muestra. Si nos apoyamos en la tecnologia, podriamos generar
multitud de muestras aleatorias independientes que nos llevarian a intervalos
diferentes, de forma que las interpretaciones errdneas que a veces proporcionan
los alumnos fallarian en este contexto multi-intervalar y los haria conscientes.
Unas simples hojas de célculo o el empleo de applets a través de Internet puede
conducirnos, de manera natural, a la observacion de que Unicamente un cierto
porcentaje de los intervalos generados contiene al verdadero valor del pardmetro
(cuando lo suponemos conocido y desarrollamos experimentos de simulacion).

5) Finalmente, ponemos de manifiesto la importancia de utilizar la palabra
“precision” a través de su relacion con la anchura del intervalo, destacando que no
tiene nada que ver con los significados usuales en contextos donde se analiza la
precision de nimeros o la precision de una medida.

Como resultado de los argumentos anteriores, concluimos que merece la pena dedicar
mas tiempo a la correcta interpretacion de los intervalos de confianza y de sus propiedades
esenciales, lo que redundara en un mejor conocimiento de cara a las multiples aplicaciones de
este tema tanto en estudios posteriores como en informaciones que nos llegan a través de los
medios de comunicacién e Internet. Todo ello debe ser objeto de investigacion en futuros
trabajos, donde se siga la propuesta de ensefianza que acabamos de describir y se analice si los

errores descritos mejoran en los estudiantes.
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APENDICE

Cuestionario

item 1. Se calcula un intervalo de confianza del 90% para la media u de una poblacion. ;Cual
o0 cudles de las siguientes afirmaciones son verdaderas?

a. Si se toman muchas muestras, la media muestral x caerd dentro del intervalo de
confianza aproximadamente el 90% de las veces.

b. El intervalo de confianza es un intervalo de valores calculado a partir de los datos
de la muestra. En el 90% de las muestras de una poblacién, el intervalo calculado
contiene a la media.

c. Elintervalo de confianza es un intervalo con extremos constantes, dentro del cual cae
la media poblacional el 90% de las veces.

d. La probabilidad de que u caiga dentro de un intervalo de confianza calculado a partir
de una muestra es de 0,90.

Item 2. Hemos calculado un intervalo de confianza al 90% utilizando el valor medio x
obtenido a partir de una muestra de 10 casos. Si incrementamos el tamafio de la muestra a
1000, y calculamos un segundo intervalo al 90% de confianza:

a. Debemos tener més confianza de que u caera en nuestro segundo intervalo.

b. Sabemos que el segundo intervalo serd 10 veces mas estrecho.

c. Espero gque ambos intervalos de confianza tengan la misma precision.

d. El segundo intervalo de confianza es 10 veces méas ancho que el primero.

Item 3. Si, manteniendo todos los demas datos fijos, el coeficiente de confianza se reduce
(por ejemplo del 90% al 80%):

El intervalo de confianza serd menos preciso.

El intervalo de confianza sera mas ancho.

El intervalo de confianza serd mas estrecho.

El intervalo de confianza seréa mas preciso.

oo o

item 4. Se calculan intervalos de confianza del 95% con muestras de 100 elementos. ;Cudl o
cudles de las siguientes afirmaciones son verdaderas?
a. Si la desviacion estandar de la poblacion disminuye, la anchura del intervalo de
confianza no cambia.
b. Si la desviacidn estandar de la poblacién disminuye, la anchura del intervalo de
confianza disminuye.
c. Si la desviacion estandar de la poblacién aumenta, la anchura del intervalo de
confianza disminuye.
d. Si la desviacion estandar de la poblacién aumenta, la anchura del intervalo de
confianza aumenta.

ftem 5. Se ha tomado una muestra de tamafio n = 100 para calcular el intervalo de
confianza, al 95%, para la velocidad media de los coches que pasan por una carretera. Se sabe
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que la desviacion tipica poblacional de estas velocidades es de 20 km/h.

a.
b.
C.

d.

El ancho del intervalo de confianza depende de la media muestral x.

La media muestral x es un extremo del intervalo de confianza.

Cabe la posibilidad de que el verdadero valor de u no esté contenido en el
intervalo.

El ancho del intervalo no depende de la media muestral.

Item 6. Se sabe que la altura media u de los pinos de una zona forestal muy amplia es de 6.5
metros. ¢ Cual de las siguientes afirmaciones es verdadera?

a.
b.
C.

d.

Un posible intervalo de confianza para p es [6.25,8.4].

Un posible intervalo de confianza para u es [6.75,8.4].

Cualquier intervalo de confianza para u que calculemos, asociado a una muestra
aleatoria cualquiera, debe contener al valor 6.5.

En este contexto, no tiene sentido determinar el intervalo de confianza, ya que se
conoce la altura media de todos los pinos.
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