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Resumo: A Matematica do Matematico € o fundamento da Matematica do Professor de Matematica.
O que sustenta a Matematica da sala de aula da Educacdo Basica é a Matematica do Matematico.
Pois bem, neste artigo produzimos uma discussdo a respeito dessa suposta condi¢do de necessidade,
muitas vezes de suficiéncia, que opera como uma ideia naturalizada nas discussdes de formacéo de
professores de matematica. Para isso, realizamos uma leitura plausivel de alguns escritos de Euler e de
modos como Educadores Matematicos e Matematicos falam a respeito da formagcdo matematica dele.
Tomando como referéncia o0 Modelo dos Campos Semanticos (MCS) produzimos (sendo produzidos)
outras possibilidades para Licenciaturas em Matematica. Nossas principais consideragdes sdo na
direcdo de movimentarmo-nos com essa discussao que coloca em xeque conhecimentos matematicos
de Euler, e procura desdobrar efeitos que dela decorre, em construgcdes de projetos politicos de
formagdes matematicas em Licenciaturas em matematica: sempre em processos, movimentos.
Palavras-Chave: Formagdo de Professores de Mateméatica. Formacdo Matemética. Modelo dos
Campos Semanticos.

EULER DIDN’T KNOW ANYTHING ABOUT MATHEMATICS?

Abstract: The Mathematics of Mathematician is the foundation of Mathematics of Mathematics
Teacher. What supports the Mathematics of the Basic Education classroom is the Mathematics of
Mathematician. Well, in this paper we produced a discussion about this supposed condition of
necessity, often of sufficiency, which operates as a naturalized idea in discussions on Mathematics
Teacher Education. For this, we carry out a non-defect reading of some of Euler's writings and the
answers of Mathematics Educators and Mathematicians talk about his mathematical idea. Our
framework is the Model of the Semantic Fields (MCS) in which we produced (being produced) other
possibilities for initial courses of prospective mathematics. We point out some considerations in the
direction of moving with this question that puts Euler 's mathematical knowledge in check, and seeks
to unfold its effects in the construction of political projects of mathematical preparation in
undergraduate courses of prospective mathematics teachers.

Key-Words: Mathematics Teacher Education. Mathematical Preparation. Model of Semantic Fields.

Introducéo

Em um instigante resumo publicado em 2008, na ocasido do centenério da
International Comission of Mathematics Instruction (ICMI), Romulo Lins ofereceu um
insight para pensar outros horizontes culturais, politicos e filoséficos para uma formagéo
matematica de professores de matematica: Where would Leonhard Euler stand today as a
school teacher?
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[...] | was led to consider both the status of Leonhard Euler as a
mathematician in his lifetime and his mathematical knowledge as seen from
the point of view of present-day mathematics. Although an accomplished
mathematician, excellent problem-solver and superbly fluent in applications,
it seems that if he were he required to take the tests we give our
undergraduates students on Calculus, Analysis, Linear Algebra and Algebra
(just to mention a few basic courses), there would be a substantial chance
that he would fail them. The reason is quite obvious: he knew nothing of
arithmetised (epsilon-delta) Calculus and Analysis, he knew nothing of
vector spaces, linear independence, bases and dimension, he knew nothing of
groups, rings, fields, his notion of ‘function’ was that of an analytical
expression and he knew nothing of sets. The reason is also obvious: those
things did not even exist at his time. But even failing those tests Euler would
probably make a quite good mathematics school teacher. What can we learn
from this?® (LINS, 2008, p. 1-2).

H& uma naturalizacdo na formacdo inicial de professores de matematica de que
disciplinas como Calculo Diferencial Integral, Estruturas Algébricas, Algebra Linear, Analise
Real, para citar algumas, sdo essenciais, suficientes e, sem sombra de duvidas, impossiveis de
serem retiradas de uma formagdo matematica dos licenciandos. E comum nas discussdes de
formacdo de professores ideias tais como: formacéo solida em matematica, formacao bésica,
formagdo nos fundamentos da matemaética, serem tomadas como verdades e nunca serem
colocadas em xeque. Entretanto, ao olharmos para a pratica profissional de professores da
Educacdo Basica, outras ideias sdo movimentadas: eu aprendo mesmo € na pratica; ndo me
serviu de nada a formacao matematica que tive em disciplinas de Anélise Real, por exemplo;
uma coisa é a matematica académica, outra coisa é a matematica escolar. Nesse contraste,
notamos um abismo entre essas ideias, um descompasso entre o que ¢ “ensinado” na
licenciatura, em termos de formacdo matematica, o que ¢ “movimentado” na escola, em
termos de pratica profissional.

Na literatura em Educacdo Matematica, em especifico na area de formacgdo de
professores (ou em conhecimentos especificos de professores de matematica) ha diversas

pesquisas que produzem certas singularidades e particularidades para conhecimentos

Fui levado a considerar o status de Leonhard Euler como um matematico em vida e seu conhecimento
matematico visto do ponto de vista da matematica atual. Embora um matematico talentoso, excelente
solucionador de problemas e esplendidamente fluente em aplicac@es, parece que se ele fosse requisitado a fazer
os testes que damos aos nossos estudantes de graduagdo nas disciplinas de Calculo, Analise, Algebra Linear e
Algebra (apenas para mencionar algumas dos cursos bésicos), haveria uma chance substancial de ele falhar
neles. A razdo é bastante 6bvia: ele ndo sabia nada da aritmetizacdo (épsilon-delta) do Calculo e da Analise, ele
ndo sabia nada de espacos vetoriais, independéncia linear, bases e dimenses, ele ndo sabia nada de grupos,
anéis, corpos, sua no¢do de ‘funcdo’ era o de uma expressao analitica e ele ndo sabia nada de conjuntos. A razéo
também é Obvia: essas coisas nem existiam na sua época. Mas mesmo reprovando nesses testes, Euler
provavelmente daria um bom professor de matematica do Ensino Bésico. O que podemos aprender com isso?
(LINS, 2008, p. 1-2, traducéo nossa).
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profissionais de professores de matematica (BALL; THAMES; PHELPS, 2008; MOREIRA,
2004; MOREIRA; DAVID, 2003, 2005; LINS, 2006; WATSON, 2008; VIOLA DOS
SANTOS, 2014, 2016A, 2016B; ELIAS, 2018; ELIAS; SACHS, 2018). Nessa tematica de
pesquisa, ha tentativas de construir ideias e conceitos do que seria a matematica do professor
de matemética, em termos de suas especificidades e demandas. Essas pesquisas Sao
importantes do ponto de vista politico, pois explicitam a necessidade de considerar o
professor como um profissional que tem seu campo de conhecimentos e ndo como alguém
que sabe matematica e desenvolve algumas estratégias metodoldgicas para ensina-la.
Matematicas de professores de matemética (no plural para destacar a variedade de
abordagens) se constitui como algo especifico da profissao de professores de matematica.

Nossas discussdes, neste artigo, sdo produzidas em outra direcdo, em uma tentativa de
produzir problemas, reverberar alguns efeitos com uma pergunta: O que sustenta essas duas
afirmacdes, tais como: A Mateméatica do Matemético é o fundamento da Matematica do
Professor de Matematica? O que sustenta a Matematica da sala de aula da Educacgéo Béasica
¢ a Matematica do Matematico? N&o se trata de permanecer na direcdo de quais disciplinas
devem fazer parte da formacdo inicial de professores de matematica, nem mesmo de pensar de
maneira metodoldgica uma organizacdo curricular interessante para o futuro professor de
matematica. O que estd em jogo em nossa discussdo é colocar em xeque essa ideia de que a
matematica e a formacdo matematica se instituem de maneira naturalizada nas discussdes a
respeito da formacao matematica de professores de matematica.

Euler sabia alguma coisa de matematica?

Em nossa empreitada, produzimos uma discussdo a respeito dessa suposta condicdo de
necessidade, muitas vezes de suficiéncia, das disciplinas de formacdo matematica, que opera
como um discurso naturalizado nos terrenos de formacao de professores de matematica. Para
isso, realizamos uma leitura plausivel de alguns escritos de Euler e dos modos como
Educadores Matematicos e Matematicos falam a respeito da formagdo matematica dele.
Tomando como referéncia 0 Modelo dos Campos Semanticos (MCS), produzimos (sendo
produzidos) outras possibilidades para Licenciaturas em Matematica.

Trata-se de uma problematizacdo dos modos como Euler produzia sua matematica, por
um lado, e como educadores matematicos e matematicos, se afetam como uma provocagao em
relacdo a formacdo matematica de Euler. Viola dos Santos (2012, p. 37-38) faz a seguinte

pergunta para Educadores Matematicos e Matematicos:

Eu vou apresentar um exemplo de um cara que, seguramente, ndo sabia
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nada de estruturas algébricas, de analise com épsilons e deltas, ndo sabia
nada de conjuntos. Quando digo nada, quero dizer que ele seria reprovado
em qualquer primeira prova de teoria dos conjuntos, quaisquer primeiras
provas de estruturas, qualquer primeira prova de célculo. Entretanto, ele
era um excelente resolvedor de problemas, excelente formulador de
problemas, habil e fluente em aplicacBes da Matematica a véarias areas e
com dominio certo da Matematica. Eu falo do Euler. O que vocé acha disso?
Como vocé justifica essa formacéo sélida e essas disciplinas de contetido
matematico nas licenciaturas, tomando esse exemplo emblematico?

Em suma, nossas consideracdes sdo na direcdo da pergunta colocada por Lins (2008):
What can we learn from this?

Assim, apresentamos nossos pressupostos tedrico-metodoldgicos, o Modelo dos
Campos Semanticos (MCS), uma leitura/producdo com algumas obras de Euler, junto com os
modos como Educadores Matematicos e Matematicos se posicionaram com um
questionamento a respeito de uma suposta falta na formacdo matematica de Euler. Em nossas
producdes, essas discussdes sao movimentadas na construcdo de um argumento em relacéo a

formacdo matematica de professores de matematica.

Modelo dos Campos Semanticos

O Modelo dos Campos Semanticos (MCS) é uma possibilidade (um quadro de
referéncia) tedrico-epistemoldgica que nos permite ler e analisar modos de producdo de
significados. A nocdo central, a qual desdobram todas as outras, € a de conhecimento: “Um
conhecimento consiste em uma crenca-afirmacdo (o sujeito enuncia algo em que acredita)
junto com uma justificacéo (aquilo que o sujeito entende como lhe autorizando a dizer o que
diz)” (LINS, 2012, p. 12).

Para que um conhecimento seja produzido, de fato, € necessario que o sujeito (da
enunciacao, epistémico) justifique suas crencas-afirmacfes; ndo basta apenas acreditar
naquilo que esta afirmando. Com essa caracteriza¢do, conhecimento é da ordem do sujeito
que faz uma enunciacdo e ndo da ordem do enunciado: ndo ha conhecimentos em livros. Do
ponto de vista do MCS, conhecimentos com justificacbes diferentes sdo conhecimentos
diferentes, mesmo que tenham uma mesma crenga-afirmacdo. Como observa Lins (1994),
“apenas quando este texto, a Matematica, ¢ enunciado, que hd produ¢do de conhecimento”
(LINS, 1994, p. 43).

Esta caracterizagdo de conhecimento € importante e central em nossas discussdes, pois
explicitaremos dois conhecimentos distintos, dois processos de produgdes de significados.

Analisaremos crencas-afirmac0es e justificacdes que Euler nos apresenta em seus textos, ou
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seja, produziremos uma leitura a partir de alguns de seus trabalhos em um processo no qual,
ao lermos, produziremos nossos conhecimentos, nossas “[...] justificacbes no processo de
enunciacao de crencgas-afirmacdes.” (SILVA, 2003, p. 20). Outros conhecimentos sdo aqueles
que sdo produzidos em nossa contemporaneidade, majoritariamente no século XX com a
axiomatizacdo da matematica, e que, muitas vezes, sdo movimentados nas Licenciaturas em
Matematica, ora tomados como matematica académica (Moreira, 2004), ou Matematica do
Matematico (LINS, 2006), ou mesmo Disciplinary Mathematics (WATSON, 2008).

Outra nocdo do MCS é a de significado, caracterizada como aquilo que efetivamente
se diz a respeito de um objeto, no interior de uma atividade (LINS, 1999). Mas isto ndo quer
dizer que significado é qualquer coisa que dizemos, ja que é sempre local. Segundo Lins e
Gimenez “/.../ ndo ¢ tudo que pode ser dito [pelo sujeito], ja que qualquer dada cultura aceita
alguns, mas nunca todos os modos possiveis de produzir significados” (1997, p. 143). Objeto
é aquilo para que se produz significado (LINS, 2012, p. 28). Em um processo, um sujeito
produz significados e constitui objetos. Segundo Lins, “[...] a constituicdo de objetos se da
sempre no processo de producdo de significado, no processo de produgdo de conhecimento”

(LINS, 1994a, p. 38). Ainda segundo L.ins,

Um objeto é, no MCS, qualquer coisa sobre a qual uma pessoa esta falando,
seja ela “concreta” - por exemplo, uma cadeira em frente a mim - ou
“simbdlica” - por exemplo, letras em um pedaco de papel (LINS, 2004c, p.
4, traducdo nossa).

[...] para 0 MCS néo existe o significado de um “objeto” sem referéncia ao
contexto em que se fala de um objeto (que se pensa com ele, que se pensa
sobre ele). Talvez seja Gtil dizer que significado é sempre local (LINS, 2012,
p. 28).

Outra noc¢do que se desdobra em nossas discussdes é a de interlocutor, caracterizada

como uma direcdo na qual um sujeito produz significados e constitui objetos. Segundo Lins,

O interlocutor € uma dire¢do na qual se fala. Quando falo na diregdo de um
interlocutor é porque acredito que este interlocutor diria 0 que estou dizendo
e aceitaria/adotaria a justificacdo que me autoriza a dizer o que estou
dizendo (LINS, 2012, p. 19).

Segundo Lins (2012, p. 19), nossos interlocutores marcam um horizonte cultural, ou

seja, os limites do que pode ser dito, pois eles sdo as marcas da legitimidade.

Para o MCS, “verdadeiro” ndo ¢ um atributo daquilo que se afirma (quando
h& produgdo de conhecimento), mas sim um atributo do conhecimento
produzido. J& legitimidade aplica-se (ou ndo) a modos de produgdo de
significado (LINS, 2012, p. 21).
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De acordo com Lins (2012), “[...] como consequéncia de ser enunciado na direcdo de
um interlocutor, e de ter mesmo sido produzido, todo conhecimento é verdadeiro. Isto ndo
quer dizer que aquilo que ¢ afirmado seja ‘verdade’” (LINS, 2012, p. 21).

Até agora temos algumas nogBes do MCS que oferecem uma possibilidade para
ler/produzir processos de producdo de significados. Em muitos trabalhos, que tomam como
referéncia o MCS, essas noc¢des (conhecimento, significado, objeto, interlocutor) ja oferecem
possibilidades interessantes. Entretanto, nossa leitura/producdo a partir de textos de Euler e
com posicionamentos de Educadores Matematicos e Matematicos, é produzida de modo
detalhado. Assim, se faz necessario apresentar a no¢édo de estipulacdes locais, caracterizada no
MCS como afirmacdes que em uma atividade ndo precisam ser justificadas. Esta no¢do foi
caracterizada a partir dos trabalhos do filésofo Nelson Goodman. Logo, um conjunto de
estipulagdes locais caracteriza um nucleo e nas palavras de Lins, “O ndcleo de um campo
semantico € constituido por estipulacées locais, que séo, localmente, verdades absolutas, que
ndo requerem, localmente, justificacdo” (LINS, 2012, p. 26). Em um processo de
leitura/producéo fina, em detalhes, de modos como Euler operava e construia suas ideias
matematicas, tomar a nogdo de estipulacdes locais se faz necessaria.

Lins (2012) afirma que “é no interior de campos semanticos que se produz
conhecimento e significado, que objetos sdo constituidos” (LINS, 2012, p. 18). Dai, temos a
nogdo de campo seméntico, como “[...] Um processo de producdo de significado, em relagdo a
um ndcleo, no interior de uma atividade” (LINS, 2012, p. 17). E possivel, muitas vezes
desejavel, ler um processo de producdo de significados se atentando as estipulacdes locais que
sdo operadas em certos nucleos. Por vezes, mesmo pessoas, aparentemente, falando uma
suposta “mesma coisa”’, elas podem estar produzindo justificagdes diferentes, como
produzimos em nossas discussées com Euler.

Por fim, realizamos nossas leituras/producdes tomando a nocdo de leitura plausivel
que se caracteriza como uma tentativa de ler o outro pelo que faz e fala e ndo pela falta. Trata-
se de uma tentativa de tentar ler/produzir com os modos deste outro operar, em atencdo aos
modos como usa certas palavras, define certas ideias e se movimenta, sobrevivendo
cognitivamente em um determinado tempo e espaco cultural, politico, filoséfico. Segundo
Lins (1999, p. 93), “Toda tentativa de se entender um autor deve passar pelo esfor¢o de olhar
0 mundo com os olhos do autor, de usar os termos que ele usa de uma forma que torne o todo

de seu texto plausivel”.
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Um alinhavo sobre a producao matematica de Euler

No prefacio da obra Euler: The Master of Us All, de William Dunham, encontramos 0s
seguintes dizeres: “Nenhum estudante de literatura ficaria satisfeito com uma mera sinopse de
Hamlet. Da mesma forma, nenhum matematico deveria seguir por sua carreira sem encontrar
Euler face a face” (DUNHAM, 1999, p. xvi, traducdo nossa). Salientamos que esse “face a
face ndo se refere aos inUmeros resultados e teoremas atribuidos a Euler, mas sim a ficarmos
diante de suas obras originais” (LUCHETTA, 2017, p. 14), e observarmos em seus escritos
como sua mente criativa trabalhava, como sua matematica era produzida.

Acompanhar de perto os escritos de Euler é de fato uma licdo a docéncia, pois ele é
didatico, “conversa” com seus leitores e vai mostrando seu raciocinio até chegar a um
resultado. Em termos de nosso referencial teérico, 0 MCS, Euler nos apresenta explicitamente
seus modos de producdo de significados na constituicdo de objetos matematicos em uma
direcdo. Neste artigo, apresentaremos algumas passagens de suas obras que sustenta nossa
afirmacdo. Porém, para isso, apresentamos, brevemente, alinhavos da vida e obra de Leonhard
Euler.

Figura 1: Retrato de Leonhard Euler por Handman (1753).

Fonte: http://en.wikipedia.org/wiJaob_EmanueI_Handmann.

Leonhard Euler nasceu no dia 15 de abril de 1707 na Basileia, Suica. Filho de Paulus
Euler, um ministro calvinista e de Margaretha Brucker. Antes de frequentar a escola, Euler foi
instruido por seu pai e teve um matematico amador, Johann Burckhardt, como professor
particular. Aos 13 anos, Euler ingressou na Universidade da Basileia, no departamento de
Aurtes, para receber uma educacdo geral. De acordo com seus escritos biograficos, ele estava
insatisfeito com seus estudos, e procurou o famoso professor Johann Bernoulli (1667 — 1748),
que era professor da cadeira de matematica nesta Universidade, para instrui-lo. Aos 16 anos,
Euler recebeu o grau de mestre em filosofia com uma dissertagdo, escrita em latim,
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comparando as ideias filosoficas de René Descartes (1596 - 1650) e Isaac Newton (1643 -
1727).

Paulus Euler almejava que seu filho seguisse-o no oficio do ministério estudando
teologia, mas Euler dedicava-se a maior parte de seu tempo a matematica. Johann Bernoulli,
percebendo a genialidade do jovem Euler, convenceu Paulus a permitir que Euler mudasse
seus estudos para matematica. Euler tornou-se o discipulo preferido de Johann Bernoulli, e
ficou muito amigo de seus filhos Nicolaus Il (1695 - 1726), Daniel (1700 - 1782) e Johann 1l
(1710 — 1790).

Em 1727, Euler chega a S&o Petersburgo para assumir a vacancia na segdo de
medicina e fisiologia na recém-criada Academia de Ciéncias de Sdo Petersburgo. A pedido de
Daniel Bernoulli e Jakob Hermann (1678 - 1733), Euler foi logo transferido para a se¢éo de
matematica e fisica da Academia. A partir deste momento, segundo Hoare (2007, p. 408),
cercado por um grupo de cientistas eminentes, tais como Jakob Hermann, Daniel Bernoulli,
Christian Goldbach (1690 - 1764), F. Maier e Joseph Nicolas Delisle (1688 - 1768), sua
genialidade desabrochou. Casou-se com Katharina Gsell (1707 - 1773), em 1734, filha de um
artista suico, com quem teve treze filhos, mas apenas cinco chegaram a idade adulta. Segundo
D’Ambrosio (2009, p. 20), Euler sofria de uma doenga cutanea, desde sua infancia, “uma
forma de tuberculose que afeta os ganglios linfaticos do pesco¢o”. Em 1738, em decorréncia
desta doenga, perde a visao direita e ficou com a esquerda muito prejudicada.

Em 1741, mudou-se para Prussia para fazer parte da Academia de Ciéncias de Berlim
a convite de Frederico, o Grande (1712 - 1786), tornando-se diretor do curso de matematica
da Academia Prussiana, passando vinte e cinco anos trabalhando na Academia de Ciéncias de
Berlim, apresentando um grande numero de artigos a Academia de Sdo Petersburgo, bem
como a Academia da Prussia. Devido a sua exceléncia académica e sua reputacdo que se
estendia a toda a Europa, foi também membro da Académie Royale des Sciences de Paris, da
Royal Society of London e da Societa Scientifica Privata Torinese, entre outras.

Euler regressa a Sdo Petersburgo em 1766 com grandes privilégios a convite de
Catarina Il, a Grande (1729 - 1796), como membro da Academia de Ciéncias Russa, posic¢éo
gue ocupou até sua morte em 18 de setembro de 1783. Euler fica quase totalmente cego em
1771, mas sua produtividade continuou intensa, sua memoria impecavel permitia a ele ditar
seus textos para seus assistentes.

Leonhard Euler teve uma longa carreira como matematico e cientista, sendo
considerado o matematico mais produtivo da histéria. Segundo o historiador da ciéncia,

Clifford Truesdell, vinte e cinco por cento de todo o trabalho matematico e cientifico
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publicado durante todo o século XVIII foi escrito por Euler. Escreveu livros de referéncia
sobre assuntos de analise matematica, geometria analitica e diferencial, calculo de variacdes,
mecanica e algebra. Publicou mais de 760 trabalhos de pesquisa, muitos dos quais ganharam
prémios em competicGes em revistas das academias cientificas de grande prestigio em toda a
Europa. Segundo Kleinert e Mattmiller (2007, p. 25), mesmo néo tendo obrigacdes regulares
de ensino, ele escreveu influentes livros didaticos contemplando uma grande variedade de
assuntos como o calculo diferencial e integral, a mecanica, a balistica, a acustica, a
astronomia, a teoria musical, a construcdo de navios, assim como um tratado sobre as
Ciéncias Naturais na obra Cartas a uma princesa da Alemanha. Ap6s sua morte, seus pupilos

embarcaram no longo projeto de publicar suas centenas de obras inéditas.* Euler, era fluente

[...] matematicamente, bom resolvedor de problemas e bom aplicador da
Matematica. Ele ndo tinha os “verdadeiros fundamentos”, mas tinha lucidez
e tinha um dominio adequado para dizer o minimo — da Matemaética
Elementar (segundo nossos parametros) (LINS, p. 120, 2005).

Quando Lins fala a respeito dos “verdadeiros fundamentos”, ele se refere a matematica
que foi estabelecida no século XX pelo grupo de matematicos, majoritariamente franceses,
denominado Nicolas Bourbaki, que a partir de 1935, escreveram uma série de livros com o

objetivo de fundamentar toda a matematica em bases axiomaticas.

- Djairo Figueiredo: Eu acho que o Euler foi um caso excepcional. Se vocé acompanha sua
historia, ele teve possibilidades de estudar no comeco com Bernoulli; depois, bem jovem, ele
foi para Sdo Petersburgo, estimulado por Daniel Bernoulli. Assim, ele tinha contato com
competentes matematicos da época. E claro que a matematica, na época de Euler, ndo tinha
se desenvolvido tanto assim. Ele foi uma das pessoas que mais desenvolveram e criaram
matematica. Tem uma histéria interessante que o fulano diz que aqui tem as poligonais de
Euler, ndo sei 0 qué de Euler, tem outra coisa que € do Euler, isso, aquilo, do Euler. Dai vocé
chega uma hora e fala: Vamos parar com isso porque sendo vai chegar uma hora que vocé
vai ter que trocar o nome de Matemdtica para ‘Eulermdtica’, por conta da quantidade de
coisas que ele produziu [risos]. Ele é excepcional. Claro que a matematica que ele sabia, ele
utilizou para resolver diversos problemas. E ndo sendo suficiente ele criou nova matematica.
Caso excepcional! (Djairo Figueiredo, In: VIOLA DOS SANTOS, p. 53, 2012).

Leituras e Producdes com Euler

Nossas leituras e producfes com Euler serdo constituidas em trés etapas. Gostariamos
de ressaltar que o desenvolvimento da matematica teve como fator decisivo no século XVIII a
teoria de séries infinitas, tema este que Euler trabalhou durante toda a sua vida. Ele produziu

82 trabalhos que tratam de séries. Nosso interesse é apresentar uma diversidade dos modos de

* para maiores detalhes das obras de Euler consulte o site: http://eulerarchive.maa.org/
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producdo de significados e conhecimentos para objeto(s) matematico(s) denominados(s)
Séries (destaque para o plural na direcao de que sdo conhecimentos diferentes) e a partir dai,
produzir um argumento em relacdo a formagdo matematica.
Comecamos nosso processo a partir de fragmentos do Capitulo V, da Secéo Il da Parte
I, do livro Elements of Algebra, intitulado Das Resolucdes das Fracdes em Séries Infinitas.

Euler comeca este capitulo, recordando:

- Euler: 8289. Quando o dividendo nao é divisivel pelo divisor, 0 quociente é expresso, como
ja tinhamos observado, por uma fracdo. Assim, se tivermos que dividir 1 por 1 — a , obtemos

~ 1 . ~ . .
a fracéo — Isso, porém, ndo nos impede de tentar a divisdo de acordo com as regras que

foram dadas, nem de continuarmos tdo longe quanto desejarmos; e ndo vamos falhar deste
modo para encontrar o verdadeiro quociente, embora sob diferentes formas (EULER, 1840,
p. 89, traducao nossa).

“Neste paragrafo Euler nos apresenta qual serd o seu modo de produzir significado
para 0 quociente Tla ou seja, ele utilizard o algoritmo usual da divisdo continuamente para
encontrar o quociente” (LUCHETTA, 2107, p. 84). Euler constitui um nacleo em relacdo ao
que denominamos algoritmo usual da divisdo. Chamaremos essa atividade de produzir
significado em relag&o a esse nucleo de Campo Semantico da Divis&o.

Nos artigos seguintes, 290 e 291, Euler efetua a divisdo de 1 por 1 — a, detalhando
cada passagem e sintetiza os seus resultados. De modo geral,

Figura 2: Representacfes da divisdo.

— 1 v 411 - i — - i ere.,

Fonte: Luchetta (2017, p. 85).

. . ~ 1 .
Assim, conclui que a fracdo — pode ser expressa de todas as seguintes formas:

Figura 3: Representac6es da fragdo.
I8 ] 4 —— I1. | +a+
l{} I = i -+ vl: 1 o l‘ ‘ {4 < 'I: T rl'{ T

. ) 3
V. |l +a+a*+a” +a + N et

| o

Fonte: Luchetta (2017, p. 85).

o

Neste mesmo artigo, Euler mostra por meio de calculos que todas essas expressdes sao
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iguais em valores a fragédo ﬁ . No artigo 292, Euler continua com sua explicacéo:

- Euler: 8292. Sendo este 0 caso, podemos continuar a série, tanto quanto desejarmos, sem
, . . . , . 1
ser necessario realizarmos mais nenhum calculo. E, assim, teremos — =1 + a + a® +

8
aA+at+a’+a®+a” + 1a_—a; ou podemos continuar esta, mais longe, e ainda continuar

sem fim. Raz&o pela qual podemos dizer que a fracao proposta foi resolvida em série infinita,
que é 1+a+a’+al+a*+a®+a®+a’+al+a’+a'® +a't +a'?etcaté o
infinito; e existem motivos suficientes para afirmar que o valor desta série infinita € o mesmo
gue da fracdo (EULER, 1840, p. 91, traducdo nossa, grifo nosso).

Observe que Euler, aplicou o algoritmo usual da divisdo para encontrar o quociente da

divisdo de 1 por 1 — a, e depois de alguns passos, concluiu que ﬁ =1+4+a+a*+a®+

8
at+a®+a®+a’ + a_ .

1

Segundo Luchetta (2017, p. 86) “nos séculos XVII ¢ XVIII, era comum a utilizagdo do
principio da extensdo infinita, isto €, a passagem dos algoritmos finitos para os infinitos.” Na
historia do desenvolvimento das séries, Nicholas Mercator (1620 - 1687) utilizava o método
da divisdo longa para encontrar séries infinitas, logo era legitimo para Euler aplicar o
algoritmo da divisdo continuamente ad infinitum para obter uma série infinita. Assim, Euler
obtém a série infinita 1 + a + a?+a®+a*+a®+a®+a”’ +a®+a’°+a'®+ a'' +
a12 + .

Em nossa leitura, Euler produz significado para esta série infinita a partir da diviséo
elementar, em outras palavras, ele estava nos mostrando o que é uma série infinita, ou seja, a
série surge a partir da divisdo continuada ad infinitum. Euler produz significados,
constitui objetos em relacdo ao Campo Semantico da Divisdo. Destacamos que uma de suas
estipulagdes locais era: é legitimo passar de algoritmos finitos para infinitos (principio da
extenséo).

Segundo Simmons (1988), uma série infinita, ou simplesmente uma série, € uma
expressdo da forma a; + a, + az+...+ a,+ ..., onde as Ultimas reticéncias indicam que 0s
termos continuam indefinidamente. O nimero a,, chama-se n-ésimo termo da série. E usual
escrevermos a série na forma Y,_;a,. Note que a operacdo de adicdo realizada uma
infinidade de vezes ndo pode ser interpretada literalmente, e seu significado deve ser
abordado de maneira sutil.

Ainda segundo Simmons (1988), entre os significados produzidos “naturalmente” para

séries infinitas na matematica de hoje, temos a diviséo elementar:
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Figura 4: Método da chave

1 1l —x
1l —=x l+z+a°+...
+

-1 — ‘E'z

+x2
I
+a ete

Fonte: Luchetta (2017, p. 81).

1 _ n ~
mostrando que — =1 + x + x2 +x3+ .+ 1x_—x Queremos saber como a fungédo
do primeiro membro da igualdade acima estd relacionada com a série infinita que parece

. - 1
formar-se no segundo membro. Isto &, seria verdade que = 1+ x+ x2 +x3+..?

Portanto, Simmons apresentara as definicdes, teoremas e proposi¢des sobre a Teoria de Séries
para responder esta indagacéao.

Vamos voltar ao modo de producdo de significado de Euler, para realizarmos uma
leitura de seus conhecimentos e significados matematicos. Apoiamo-nos em um artigo
cientifico que trata de séries divergentes, De seriebus divergentibus, publicado em 1760, e 0
Capitulo 111 do livro Foundations of Differential Calculus, publicado em 1755, que trabalha
com algumas das séries apresentadas no livro Elements of Algebra.

No artigo De seriebus divergentibus, Euler constitui o objeto “séries”, assim para ele,
as “séries infinitas surgem a partir da expansdo da expressao finita” e “ambas devem ter o
mesmo valor”. E nos afirma, que toda série t€m uma expressao finita que lhe originou. Assim,
produzimos significado para a soma de uma série dizendo que somar uma serie infinita

significa retornar a série dada a expressdo finita que a gerou. Por exemplo, em notacao atual,

- ~ .. 1 , ;. P . - .
no artigo 292, a expressao finita T ¢asoma da série Y2, a' pois utilizando o algoritmo

e N s e s , , - 1 o i
usual da divisdo infinitamente é possivel expandir € obter a série )72, a‘. De acordo

com o MCS, Euler, neste caso, esta produzindo significado para a soma da série em um
Campo Semantico da Divisao.

“Além disso, nesta época o principio da generalidade da algebra [outra estipulagédo
local para ele] garantia a Euler que esta soma era valida para qualquer valor de a”
(LUCHETTA, 2017, p. 88). Este principio consistia da suposi¢@o: “Se uma formula analitica
foi derivada usando as regras da algebra, entdo ela era pensada valida em geral” (FERRARO,
2008, p. 209-210, tradugéo nossa).

Gostariamos de destacar a diferenca do modo de producédo de significado para a soma
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da série que Euler nos apresentou, com o significado produzido hoje em teoria de séries.

. 1 , , - ; .
Atualmente, dizemos que — € a soma da série Yizpat para |a| < 1, pois de acordo com a

1-a

n+1 1
)= lal < 1.
1-a

defini¢do da Teoria de Séries, temos nliinw Y al =lim, o ( —

Neste caso, estamos produzindo significado para a soma de uma série em um Campo
Semantico cujo ndcleo foi constituido por sequéncias, somas parciais e limite: Campo
Semantico Teoria das Séries. Logo, o objeto “soma de uma série” foi constituido de um
modo diferente daquele feito por Euler, que produzimos anteriormente, ou seja, sdo objetos
distintos pois cada objeto foi constituido dentro de Campos Semanticos diferentes. Um:
Campo Semantico da Divisdo. Outro: Campo Semantico Teoria das Séries.

Vamos continuar nossa leitura plausivel do paragrafo 81 do artigo De seriebus

divergentibus,

- Euler: 81. Se as séries convergentes sdo definidas como aquelas cujos termos decrescem
continuamente e, finalmente, se a série continua até o infinito, desaparecem completamente; é
facil ver, que as séries cujos termos infinitesimais nao tornam-se nada, mas nem permanecem
finito ou crescem até o infinito, sdo designadas, desde que ndo sejam convergentes, a classe
de séries divergentes. Dependendo se os Ultimos termos da série, que se obtém na progressao
continuada até o infinito, sdo de magnitude finita ou infinita, temos dois tipos de séries
divergentes, que podem ser subdivididas em duas classes, dependendo se todos 0s termos
possuem o mesmo sinal ou os sinais alternados + e - um com o outro. No geral, portanto,
teremos quatro tipos de séries divergentes que, por motivo de maior clareza, eu gostaria de
adicionar alguns exemplos.

Ho 1=141=141~1+ ¢t IV. 1 =243 445 -6+ et

(EULER, 1760, p. 1, traducéo nossa).

Euler “produzia significado para Séries convergentes como aquelas séries que 0s
termos de forma gradual se tornam menores e finalmente desaparecem completamente.”
(LUCHETTA, 2017, p. 89). Euler intitulou séries divergentes “as séries cujos termos nao se
tornam zero, mas nunca diminuem abaixo de um certo valor ou mesmo aumentam até o
infinito” (LUCHETTA, 2017, p. 89). Observe que a defini¢do utilizada atualmente para séries
convergentes é completamente diferente desta apresentada por Euler, pois envolve sequéncias
numéricas, somas parciais e limites.

Atualmente, na Teoria de Séries, a sequéncia de termo geral s,, = Y-, a; denomina-

se serie numérica associada a sequéncia {a,}. Nos referimos a s, como soma parcial de
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ordem n da série. Se existe lim s, = s, 0 numero real s € chamado de soma da série. Se a

n—-+oo

soma for um ndmero real, diremos que a série é convergente. Se a soma for infinita (+o ou
—o0) ou se o0 limite ndo existir, diremos que a série é divergente.

Observe que o0s objetos séries convergentes para Euler, ndo sdo os mesmos objetos
séries convergentes de hoje, este fato pode causar um certo estranhamento j& que a eles séo
atribuidos os mesmos nomes. Os objetos que Euler constituiu, embora tenham os mesmos
nomes de hoje, sdo completamente distintos.

Voltando as nossas leituras/producdes com Euler a partir do artigo 292, podemos

escrever.

T =lta+t a?+ad+a*+a*+ab+a’ +a®+a’+a®+a'+at?+ - (i)

. R 1 . , .. - ;-
Ou seja, 0 quociente — pode ser expandido em uma série infinita };,—,a™ e a soma da série

, ~ .. 1
Ym—oa™ éaexpressdo finita, neste caso ——» que a gerou.

Diante do que foi apresentado, era legitimo, para Euler, escrever (i). Assim, Euler

substituird valores numéricos para a . Vejamos!

- Euler: §293. O que dissemos pode parecer a primeira vista estranho, mas a consideracéo de
alguns casos particulares tornara mais facil o entendimento. Vamos supor, em primeiro lugar,

que a = 1. Nossa série ira tornar-se 1+1+1+1+4+1+4+ 1+ 1etc ; e a fracao ﬁ gue

. 1 1 1 . p
deve ser igual, torna-se T ou . Agora, temos que relembrar antes que 5 € um namero

infinitamente grande. Portanto, aqui é confirmado de maneira satisfatéria®. Novamente, se
supormos a = 2, nossa série tornar-se 1 + 2 + 4 + 8 + 16 + 32 + 64 etc. até o infinito, e seu

1 . 1 N . . .
valor deve ser 0 mesmo que T Ou seja, — = —1, que a primeira vista parece absurdo.

Mas devemos observar que, se queremos parar em qualquer termo da série acima, ndo
podemos fazé-lo, sem anexar a ele a fragdo que resta. Suponha, por exemplo, que estamos

parando em 64, depois de ter escrito 1 + 2 + 4 + 8 + 16 + 32 + 64 devemos adicionar a

fracéo % ou 1_118 ou —128, teremos portanto 127 - 128 que é de fato —1. Se foéssemos

continuar a série sem intervalo, a fracéo deixaria de ser considerada. Mas, nesse caso, a série
poderia ainda continuar (EULER, 1840, p. 91, traducéo nossa).

Apresentamos uma leitura de conhecimentos e significados produzidos por Euler a
partir do Artigo 293. Euler substitui a = 1 na expressao (i) obtendo ﬁ = % =oc =1+

1+1+14+1+1+14+1+..
Observe que a série infinita apresentada no artigo 293 é o primeiro tipo de séries

° Segundo Boyer (1996, p. 308), “o simbolo do infinito ¢é livremente considerado como denotando o reciproco
do niimero 0” por Euler, e de fato podemos constatar esta producdo de significado, em particular, nos artigos 82
e 83 da Parte I, Se¢do I, Capitulo VII, do livro Elements of Algebra, Euler apresenta de forma detalhada a
constituicdo do objeto infinito.
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divergentes que Euler apresentou no paragrafo 81 do artigo De seriebus divergentibus. Assim,

segundo Euler a partir do artigo 293, no pardgrafo 82 do artigo De seriebus divergentibus.

- Euler: 82. H& muita discordia entre os mateméticos em relacdo as séries divergentes,
enquanto alguns negam, outros ndo, que elas podem ter uma soma bem definida. Em primeiro
lugar é realmente claro, que as somas das séries, que eu me referi na primeira classe, sdo
realmente infinitas, porque tomando termos suficientes dela, podemos chegar a uma soma
maior do que qualquer nimero dado. Por isso, ndo h& duvida, que as somas das séries deste

. ag = ~ a - 7 - a 7
tipo podem ser exibidas pela expressdo > Assim, a grande controvérsia entre os geGmetras é

principalmente sobre os trés tipos restantes; e os argumentos que sdo apresentados por
ambos os lados para defenderem suas posicOes, incorporam tanta forca persuasiva, que
nenhuma parte se sentiu obrigada a concordar com a outra (EULER, 1760, p. 1, traducédo
nossa).

Euler produz significado para a somadasériel+1+1+1+1+ 1+ ..como o,

pois “tomando termos suficientes” desta série, a soma sera “maior do que qualquer nimero
- : . 1 .
dado”, ou seja, a soma desta série pode ser expressa por 5 E, de acordo com o paragrafo §1

deste mesmo artigo, esta série é classificada como divergente. Euler estava produzindo
significado num Campo Semantico cujo nucleo foi constituido pela divisdo, no contexto que
analisamos. Atualmente, o modo de producdo de significado para séries convergentes e
divergentes é feito em um Campo Semantico cujo nucleo é constituido por sequéncias, somas
parciais e limites. Como conhecimento é uma crenca-afirmacdo junto com uma justificacéo

(MCS) os conhecimentos produzidos sao distintos.

- Henrique Lazari: Tém outros, Romulo. O Fermat que era amador, advogado. Mas, eu
ficaria pensando, quantos “Eulers” a gente teria no quadro da Secretaria de Educagdo.
Vamos dizer, € um caso muito singular [risos].

- Romulo Lins: Por que, Henrique, ao invés de passar quatro anos falando sobre construcao
dos reais, convergéncia (ndo que eu acho que néo se deva falar disso, de convergéncia,
ponto), gastando o tempo que se gasta em coisas de Espagos Métricos e Topologia, vocé ndo
poderia gastar esse tempo com outras coisas realmente elementares. Por exemplo, se o cara
ganhasse confianga em, por exemplo, problemas de geometria elementar sem pensar em
axiomatizagéo, problemas de geometria elementar escolares. Vocé ndo acha que isso aumenta
0 ganho em termos de tempo, talvez?

- Henrique Lazari: Eu até entendo, Romulo.

- Romulo Lins: Outra coisa, Henrique, em relacdo a Universidade na Inglaterra (que
mobilizou o estudo) é que se vocé for graduado em Engenharia, Contabilidade, Quimica, e
quiser dar aulas, vocé faz um curso de complementacao (que é o mesmo tanto para o cara que
fez bacharelado em Matemética, quanto para cara que fez contabilidade) e pode dar aula.

- Henrique Lazari: Provavelmente, teve uma formacdo especifica que deu a eles uma
independéncia intelectual. Imagine um economista, por exemplo, que resolve dar aulas de
matematica. Esse cara ndo viu Topologia, ndo viu coisa assim, mas ele viu Micro Economia,
Teoria de Firma e, para ter passado por isso, deve ter se dedicado, ter trabalhado sério em
cima disso tudo. Ele vai, necessariamente, ter criado certos habitos que estdo muito préximos
dos hébitos criados por quem faz um curso de Espagos Métricos. E interessante, porque
Economia € um curso de humanas, mas se vocé pegar um manual de Economia percebe isso.
Isso acontece, por exemplo, com o pessoal de contabilidade. Por que as vezes vocé tem
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médicos que ddo bons professores de matematica? E os médicos tém Calculo e Estatistica, s0.

O Economista ainda tem Calculo de Vérias Variaveis, tem Algebra Linear, essas coisas. Mas

de um modo geral, pelo menos é o que a gente vé e eu ndo quero generalizar, o cara tem

aquele conjunto que corresponderia a esse nucleo, uma formacdo muito vinculada a

resolucao de problemas, a certos comportamentos profissionais (Henrique Lazari. In: VIOLA

DOS SANTOS, p. 142, 2012).

Em uma tentativa de explicitar que sdo conhecimentos distintos, explicitamos um
exemplo com os termos da matematica contemporanea no campo semanticos da Teoria de
Séries.

Considere asérie: 1+1+1+1+1+1+.. onde a, = 1 para todo inteiro positivo

n. Portanto, a enésima soma parcial s, é n. Assim, lim s, = lim n = 4oco. Por essa
n-—-+oo n—-+oo

razdo, a serie dada é divergente.

Ao produzirmos significados para a série1 +1+1+ 1+ 1+ 1+ ..., chegamos a
mesma conclusdo de Euler, que a série € divergente. Mas os modos de producdo de
significados sdo diferentes. Diante dotexto 1 +1+1+ 1+ 1+ 1+ ... = +oo, Euler produziu
significado para ele dentro de um Campo Semantico cujo nucleo foi constituido pela diviséo,
logo Euler produziu um conhecimento onde a crenca-afirmagdoé1+1+1+1+1+1+ .=
400, junto com a justificacdo: essa expressdo surgiu quando substituiu-se a = 1 em (i). Note
que, esta justificagdo hoje ndo é legitima, pois Y;/<5 a' =ﬁ,|a| <1 e no caso em
questdo, ndo podemos fazer a substituicio. O conhecimento que produzimos hoje
utilizando a Teoria de séries é produzido em um Campo Semantico cujo ndcleo é constituido
por sequéncias, somas parciais e limites, logo produzimos um conhecimento (diferente de
Euler) onde a crenga-afirmacdo é 1+ 1+1+1+1+ 1+ ..= 400, junto com a justificacdo:

Yisol = liT Yitol = lim n = 4oo0. Observe que as justificacbes sdo distintas, embora
n—-—+oo

n—-+oo
coincidam em relacdo a crenga-afirmagdo. Portanto, podemos dizer que os conhecimentos

produzidos séo diferentes.

- Plinio Moreira: Eu acho bom o exemplo para mostrar que um dos maiores matematicos da
época, 0 cara que mais publicou em matematica, que publicou em varias &reas da
matemaética, ndo conhecia 0os nimeros reais do ponto de vista formal que se tem hoje. /.../ O
exemplo é bom no sentido de mostrar a diferenca, ou seja, vocé vai formar um professor da
escola, entdo ele ndo precisa receber essa formacao que o matematico precisa. Nesse caso, 0
exemplo é fundamental para distinguir duas matematicas. Que uma coisa é uma formacao
solida para ser professor, para trabalhar nas circunstancias em que o professor da escola
trabalha e outra é uma formacdo solida para ser matematico, para trabalhar nas
circunstancias em que o matematico trabalha (Plinio Moreira, In: VIOLA DOS SANTOS, p.
268, 2012).

Aqui queremos salientar que Euler foi um dos desbravadores na utilizacdo de séries
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divergentes, sendo que muitas vezes, ele as utilizava de maneira natural, sem muitas
preocupacOes. Estas séries somente ganharam espaco na matematica no final do século XIX.
Em 1899, Félix Edouard Justin Emile Borel (1871 - 1956) desenvolveu de modo sistematico a
Teoria de séries divergentes, sendo ela uma teoria a parte da Teoria de séries. Para maiores
detalhes consultar Luchetta (2017).

Continuando a producgdo de conhecimentos e significados para o Artigo 293, Euler
tomaa = 2 em (i). Assim, temosl—i2 =—-1=1+2+4+8+16+32+ 64+...

Observe que Euler diz que a primeira vista parece ser absurdo esse resultado, e em
seguida justificou sua afirmacdo. Observe que esta série infinita é o terceiro tipo de series
divergentes que Euler apresentou no paragrafo §1 do artigo De seriebus divergentibus. Esta
série foi discutida com maiores argumentac6es no livro Foundations of Differential Calculus,
no paragrafo §103, neste Euler, nds dizemos que intuitivamente a soma da série1 +2 + 4 + 8

+ 16 + ... deveria resultar oo, pois 0s termos desta série estdo aumentando continuamente.
, - - ~ ~ 1

Mas como esta série originou-se da expansao da fracdo = 1+ a+ a?>+a®+a*+..

pela divisdo continua, substituindo a = 1,2, obtemos as seguintes séries com as suas

respectivas somas: A.1+1+1+14+1+1+...= ﬁ=oo , B.1+2+4+8+16+...=

== -1.

“Euler observa que os termos da série B, com exce¢do do primeiro termo, sdo todos
maiores do que o0s termos correspondentes da série A, portanto, a soma da série B deveria ser
maior do que a soma da série A” (LUCHETTA, 2017, p. 94). Mas, a série A tem soma infinita
enquanto a série B tem soma negativa, que ¢ menor do que zero. “Segundo Euler ‘isso estad
além da compreensdo’, pois estes resultados ultrapassam as ideias comuns da aritmética onde
adicionando somente termos positivos resulta uma soma negativa” (LUCHETTA, 2017, p.
94).

No artigo De seriebus divergentibus, paragrafo 87 e no livro Foundations of
Differential Calculus, paragrafos §98 e §100, “Euler busca subsidios para resolver o paradoxo
de uma quantidade negativa ser ao mesmo tempo menor do que zero, ou nada, e maior do que
o infinito” (LUCHETTA, 2017, p. 96). Assim, no paréagrafo §7,

[...] Euler produz significado para as quantidades negativas como sendo
menores do que nada, justificando que estas surgiram da subtracdo de um
namero maior, por exemplo a + 1, de um nimero menor, por exemplo a, ou
seja, a—(a+1) = —1. Euler estava produzindo significado para as
quantidades negativas em um Campo Semantico cujo nucleo foi constituido
por operacdes aritméticas (LUCHETTA, 2017, p. 96).
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No paragrafo §98, deste mesmo artigo, Euler apresenta “uma outra producdo de
significado para as quantidades negativas como sendo menores do que nada. Ele considerou a
série dos numeros inteiros ...,—4,—-3,-2,—-1,40,+1,4+2,4+3,+4,...” (LUCHETTA, 2017,
p. 96) e junto com o principio de continuidade, ele percorre da direita para a esquerda esta
série, observando “que os numeros estavam diminuindo continuamente e se aproximando do
zero, e entdo continuando a série, 0s nimeros tornavam-se negativos” (LUCHETTA, 2017, p.
96). Diante do que foi posto, Euler concluiu: “a partir disto, entendemos que oS nUmeros
positivos diminuem, passando por 0, a nimeros negativos” (LUCHETTA, 2017, p. 96). Euler
estava produzindo significado para as quantidades negativas em um Campo Semantico cujo
ndcleo foi constituido pela série dos nimeros inteiros e pelo principio de continuidade. Assim,
temos dois diferentes modos de produzir significados para as quantidades negativas sendo
menores do que nada.

Por outro lado, retomando o paréagrafo §7, do artigo De seriebus divergentibus:

[...] Euler produziu significado para as quantidades negativas como sendo
maiores do que as quantidades infinitas, segundo ele, estas sdo encontradas,
por exemplo, quando consideramos a soma da série 1 + 2 + 4+ 8 +
+16+...= —1, cujo resultado desta soma originou-se da divisdo do
namero +1 pelo nimero —1. Para corroborar ainda mais a esta ideia, Euler
utiliza a série harménica, que descreveremos melhor no préximo paragrafo.
Neste caso, podemos dizer que Euler estava produzindo significado para as
quantidades negativas em um Campo Semantico cujo nucleo foi constituido
pela divisdo elementar, pela somada série1 +2 +4 + 8 + 16 + ... e pela série
harmdnica (LUCHETTA, 2017, p. 96).

No parégrafo 8100, do livro Foundations of Differential Calculus, Euler considerou a

série harmonica para produzir significado para as quantidades negativas como sendo maiores

. . g n B ;- A - . ;1
do que as quantidades infinitas. Assim, ele tomou a série harmdnica, cujo termo geral é o

1 1 1 1 1 1 1 1 1 - . ..
cy—=,—=,—=,—=,+=,+-,+-,4+4=,4+—,... € junto com o principio de continuidade, ele
4 3 2 1 0 1 2 3 4

percorreu da direita para a esquerda esta série. Ele observou que “os termos aumentam
. 1, . .. ,
continuamente, de modo que 5 € infinitamente grande, e a0 passarmos por esse numero, 0S

termos tornam-se decrescentes e negativos” (LUCHETTA, 2017, p. 97). Portanto, “era
legitimo pensar que os nimeros negativos podiam ser considerados maiores do que o infinito”
(LUCHETTA, 2017, p. 97). Em nossa leitura, Euler estava produzindo significado para as
quantidades negativas em um Campo Semantico cujo nacleo foi constituido pela série
harmonica e pelo principio de continuidade.

Observe que toda a producéo de conhecimento e significados que Euler est4 fazendo €
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uma tentativa de produzir justificagdes junto com a crenca-afirmagdo: —1 =1+ 2 + 4 +

8 + +16 +32 + 64+...

Mas 0 que sdo 0s numeros negativos?

NUmeros negativos menores que zero e maiores que infinito

Euler ainda ndo estava satisfeito. No livro Foundations of Differential Calculus, no

paragrafo §104, ele “concluiu que devemos fazer uma distingdo entre os nimeros negativos

+1 +2 +3

da forma—1, —2, — 3, ... e 0s humeros negativos da forma — g O primeiro sendo

menor do que zero e o ultimo maior do que o infinito” (LUCHETTA, 2017, p. 97). Mas,
segundo Euler, este fato faria com que os fundamentos da analise/algebra entrassem em ruina.

Vejamos como ele resolve este problema no artigo De seriebus divergentibus.

- Euler: 88. Embora esta distincdo pareca ser uma ideia genial, é, no entanto, pouco
satisfatoria para os adversarios e, portanto, parece violar a certeza da analise. Por isso, se 0s

dois valores de — 1, na medidaem que eleéou=1-2ou =_il , $80 de fato diferentes um do

outro, de modo que ndo podem ser confundidos, a certeza e a aplicagcdo das regras que
seguimos nos célculos seriam completamente abolidas, e isso seria certamente mais absurdo
do que a distin¢gdo para o qual foi pensado. Mas se 1 — 2 =_il , como as leis da algebra
exigem, a questdo de modo algum esta concluida, uma vez que a quantidade — 1 em si, que é
definida como sendo igual & série 1 + 2 + 4 + 8 + etc., entretanto, € menor do que zero e a
mesma dificuldade permanece. No entanto, parece ser verdade, dizermos que as mesmas
guantidades que sdo menores do que nada, a0 mesmo tempo podem ser consideradas como
maiores do que o infinito. Assim, ndo somente a partir da algebra, mas também da geometria,
sabemos que ha um salto das quantidades positivas para as quantidades negativas, através do
nada ou zero, e outro através do infinito, e portanto as quantidades que a partir do zero, tanto
aumentam como diminuem, retornardo a si mesmas, e finalmente alcangardo o mesmo termo
= 0 novamente, de modo que as quantidades maiores do que o infinito também sdo menores
do que nada e as quantidades menores do que o infinito também correspondem as
quantidades maiores do que nada (EULER, 1760, p. 4-5, traducao nossa).

Quando os matematicos do século XV 111l encontravam-se com “algo” novo, a pergunta
que era legitima fazerem era: “O que ¢ iss0?”, aqui, a pergunta seria: “O que sd0 0s nimeros

negativos?” Diante desta demanda de produgdo de significado

[...] Euler constituiu o objeto “numeros negativos” como aquelas
guantidades que séo simultaneamente menores do que zero e maiores do que
o infinito. E esta forma de constituir este objeto estava de acordo, segundo
Euler, tanto com os preceitos da algebra como os da geometria, pois
“sabemos que hd um salto das quantidades positivas para as quantidades
negativas através do zero” e outro salto das quantidades positivas para as
quantidades negativas através do infinito. Segundo Barbeau e Leah (1976, p.
157), “o negdcio de passar de um lado a outro do infinito a partir de nimeros
positivos para 0s numeros negativos € pelo menos tdo antigo quanto Wallis”
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(traducdo nossa). Logo, este argumento metafisico apresentado por Euler era
legitimado pela comunidade matematica de sua época (LUCHETTA, 2017,
p. 98).

Em nossa leitura, os paragrafos acima apresentam um modo de producdo de
significado para 0s numeros negativos que era razoavel com as suposi¢des desta comunidade,

e que sdo bem distintos do que estabelecemos (hoje) ao falarmos de nimeros negativos.

- Romulo Lins: Esse argumento desmonta completamente essa mitologia criada em torno do
cara ter que fazer essas disciplinas, a ideia da formacdo do professor como bacharel mais
pedagogia. Isso desmonta. Se isso funciona em outro pais é uma coisa a se estudar.
Funciona? Como funciona? Certamente se funciona ndo é por uma qualidade intrinseca a
essa formag@o matematica e sim por conta de outras relagcdes (Romulo Lins, In: VIOLA DOS
SANTOS, p. 193, 2012).

Com base no que foi argumentado até agora, quando Euler enunciaque 1 + 2 + 4 + 8
+ 16 + 32 + 64 + ... = —1, é totalmente legitimo, pois 0s nimeros negativos podiam ser
maiores do que o infinito.

Queremos destacar que diante da demanda de produzir significado para a soma de uma
série divergente onde o resultado parecia ser paradoxal, Euler ndo hesitou na busca uma

argumentacdo plausivel para a comunidade cientifica da época. De fato,

[...] basta olharmos novamente para a producdo de significado que ele nos
apresentou, onde a série surgiu da divisdo, logo a série infinita é igual a
expressdo finita que lhe originou e ‘ela pode ser usada nas operagdes
matematicas como equivalente aquela expressdo, mesmo para valores da
variavel para os quais as séries divergem’ (KLINE, 1983, p. 313, tradugdo
nossa) (LUCHETTA, 2017, p. 98).

Utilizando a Teoria de Séries de hoje, a producdo de significado para o artigo 293,
tomando a = 2, ¢ feita do seguinte modo: considere asérie 1 +2 +4 +8+ 16 + 32 + 64 + ...

+ 2"+ ... em que a, = 2". Logo, lim a, = +oo, portanto ele ndo existe. Pelo Critério do

n—-+oo

termo geral para divergéncia, segue que a série é diverge.

Queremos chamar atencdo para a importancia das justificacdes que ocorrem
durante a producdo de um conhecimento para tentarmos produzir uma leitura
de que modo o autor opera. De fato, diante do parégrafo §1 do artigo De
seriebus divergentibus, no qual Euler afirma que asérie1 +2 +4 + 8 + 16 +
32 + etc. é divergente, podemos produzir significado para esta afirmacéo
sem nenhum estranhamento, pois hoje concordamos com ela. Porém, ao
passo que investigamos a producéo de conhecimento que Eulerfez1+2 +4
+ 8+ 16 + 32 + etc. = —1 no artigo 293, substituindo a = 2 na expansdo da

£ 1 P .
fra(;ao E em serie |nf|n|ta, ISto Nos causa nao apenas um estranhamento,

mas um limite epistemoldgico, pois isto ndo pode ser dito hoje na
comunidade matematica, ndo é legitimo (LUCHETTA, 2017, p. 98-99).
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Ao nos depararmos com essa afirmacgdo, poderiamos simplesmente dizer que Euler

“errou” ao considerar a série de maneira formal, ndo notando quais eram o0s valores de a que
. _ A1 - . «
poderiam ser substituidos na fragdo —— para que a série convergisse. Chamamos atenéo para

o fato que nossa leitura ¢ apoiada na leitura plausivel, isto €, “o que nos interessa € saber por
que Euler produzia significado para esta série desta forma” (LUCHETTA, 2017, p. 99). Para
entendermos de onde e como Euler falava, investigamos seus trabalhos anteriores, onde ele
produziu significado para a série 1 + 2 + 4 + 8 + 16 + 32 + etc., e somente tendo em vista
“seus trabalhos anteriores pudemos perceber toda a coeréncia de sua producéo de significado,
toda a riqueza de sua argumentacdo e veja bem: Era legitimo para Euler enunciar 1 + 2 + 4 +
8 + 16 + 32 + etc. = —1, pois 0 —1 é um numero maior do que o infinito!” (LUCHETTA,
2017, p. 99).

Tendo em mente toda nossa argumentacdo realizada até aqui, diante do texto “1 +
1 ) .
a+ a?+a®+a*+...= T para |a| <1, tanto Euler como nés (hoje) concordamos

com ele, e sentimos que estamos compartilhando interlocutores e pertencemos a um mesmo
espaco comunicativo, mas ao examinarmos 0s modos de producdo de significados e o0s
conhecimentos produzidos a partir deste texto, verificamos que de fato tanto os significados
como o0s conhecimentos sdo distintos. Por isto que o Modelo dos Campos Semanticos é um
referencial que nos possibilita “produzir leituras suficientemente finas de processos de
producdo de significado” (LINS, 2012, p. 18) e que nos oportuniza vislumbrar os objetos

matematicos sendo constituidos.

- Marcio Soares: Espere, deixe-me ver se entendi. Eu ndo vi nenhum problema nessa pessoa.
Eu também acho que se essa pessoa faz isso, ela é perfeitamente capaz de, se quiser, saber
criticar. Supondo ver que aqui é um conjunto, essa pessoa & capaz de pensar: isso aqui é
interessante ou ndo é? Eu vou precisar disso ou ndo vou? A pessoa tem essa capacidade. Sera
que a idéia de conjunto é Util para eu ir mais adiante em matematica? Se for util, em que
sentido? Eu acho que uma pessoa que sabe resolver problema, que sabe formular problema
comega a ter essa idéia, comeca a ter essa independéncia, quer dizer, a pessoa ja tem
praticamente tudo, que é a independéncia intelectual. Ele vai poder pegar um livro, ver se ele
gosta e fazer essa formacéo. (Méarcio Soares, In: Viola dos Santos, p. 129,2012)

- Jodo Viola: E a ideia, professor, é discutir sobre essas disciplinas que a gente tem hoje na
licenciatura, discutir sobre a possibilidade dessas ndo darem essa condi¢éo, necessariamente,
para a formacdo matematica de um professor de matematica.

- Mércio Soares: Nao, ndo dao, nisso eu concordo com vocé. Acho que elas ndo dao e, em
principio, elas ndo dariam ndo. Acho que depende muito da pessoa. Eu acho que, em
principio, n&o é porque o sujeito vai estudar conjunto, Analise, Algebra, ndo sei 0 que, n&o sei
0 qué... Eu acho que se se ensina a pensar, ele aprende a pensar. Pronto. 1sso para mim.
Pensar para mim € isso, ter o raciocinio matematico, ter essa ideia (Marcio Soares, In:
VIOLA DOS SANTOS, p. 130, 2012).
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Discutimos neste artigo uma possibilidade de produzir significados por meio de uma
leitura da histdria da matematica. Apresentamos situagdes que ampliam nosso repertorio em
relacdo a modos distintos de producdes matematicas, aos modos de operar, quais estipulacdes
locais valem, que outras ndo, em quais direcdes é possivel produzir a construgdo de um
argumento. Se Euler sabia ou ndo matematica, essa é apenas uma desculpa, ou mesmo um
convite, para nosso proposito: discutir produgdes de significados e conhecimentos e construir
um espaco no qual a diferenca possa ser vivida, experienciada.

Euler produzia suas ideias de Séries no Campo Semantico da Divisdo. Nossos alunos
de Célculo produzem ideias de séries no Campo Semantico da Teoria de Séries. Para o
primeiro, o principio da extensdo era uma estipulacdo local e se constitui como uma
legitimidade. Para o segundo, conceitos de limite e infinito se constituem como outras
estipulacBes locais. NUmeros negativos menores que zero e maiores que infinito? N&o,

professor(a) isso ndo faz sentido em nosso modo de produzir matematica.

Algumas consideracdes

Nesse artigo explicitamos, em um processo de leituras e produgdes, como 0s modos de
producdo de significados de Euler sdo diferentes dos que temos, atualmente, em livros de
Caélculo Diferencial Integral, por exemplo, muito movimentados nas Licenciaturas. Claro que
h& proximidades entre a producdo de Euler e as producdes nos livros didaticos, porém, ao
olharmos em detalhes, como fizemos neste artigo, vemos que se tratam de objetos
matematicos diferentes.

Um desdobramento desta consideracdo é na dire¢cdo de construir uma formacao
matematica para futuros professores de matemética que ndo tome como naturalizada a
seguinte ideia: A Matematica do Matematico é o fundamento da Matematica do Professor de
Matematica. O que sustenta a Matematica da sala de aula da Educacdo Basica é a
Matematica do Matematico. Ndo se trata disso. A formacdo matematica de um futuro
professor de matematica precisa ser estruturada a partir de um projeto politico de uma escola
da Educacdo Basica. A partir deste, que produgdes matematicas, tomadas enquanto um meio
de produzir vidas, modos de ler mundos (inventar mundos), criticar processos, fazer
projecdes, ler relacbes econdmicas, enxergar desigualdades, ficar atento em generalizages,
ler plausivelmente os modos de producgéo de significados matematicos e ndo matematicos de
alunos em sala de aula, podem fazer parte deste projeto. Esse complexo cendrio precisa ser
nosso ponto de partida para pensarmos uma formacdo matematica de futuros professores de
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matematica.

Esse discurso naturalizado de que a formacdo matematica de professores de
matematica se fundamenta na matematica do matematico ndo se mantem. Euler, de fato, ndo
sabia nada da matematica que, supostamente, é tomada como fundamental para a formacao
matematica de professores de matematica. E possivel estabelecer relacdes, realizar uma leitura
pela falta da produgdo matematica de Euler e construir um processo de progresso na
construcdo de matematicas ao longo do tempo. Porém, essa construcdo vai sempre tomar
como generalizante a formacdo matematica ideal e deixar de lado os contextos politicos,
econdmicos, culturais dos programas de formacao inicial de professores de matematica. Com
0 insight de Lins, em 2008, construimos um argumento para o qual coloca em suspensao essa
estrutura fundamental (Calculo Diferencial Integral, Algebra Linear, Analise Real, para citar
algumas) das Licenciaturas em Matematica.

Discusses na direcdo de construir uma formacdo matematica inicial para futuros
professores de matematica ndo pode (ou mesmo ndo deveria) se sustentar em argumentos
superficiais, em decis6es de manter ou tirar uma disciplina; em pensar em uma formacao mais
aligeirada, em termos de sofisticacdo matematica, ou mais complexa em termos de
aprofundamentos em certas areas; ou mesmo, Vvisto 0 que mais acontece, em termos de uma
disputa ideoldgica entre educadores matematicos, matematicos puros, matematicos aplicados,
estatisticos em demarcar terrenos e poder nos espac¢os das licenciaturas em matematica.

Matematicas, como meio de organizar, manter, inventar modos de vidas sao
indispensaveis na formacdo de seres humanos. Construir um curriculo para uma Licenciatura
em Matematica é uma tarefa que se coloca para a comunidades de formadores, sejam eles
quais forem, que atuam nesses espagos. Pensando na pratica docente, deseja-se que 0S
professores tenham um amplo e diversificado conhecimento a respeito dos assuntos que

ensinardo,

[...] o professor precisa saber mais, e ndo menos Matematica, mas sempre
esclarecendo que este mais ndo se refere a mais conteldo, e sim a um
entendimento, uma lucidez maior, e isto inclui, necessariamente, a
compreensdo de que mesmo dentro da Matematica do matematico
produzimos significados diferentes para o que parece Ser a mesma coisa.
(LINS, 2005, p. 122).

Segundo Lins, o que é mais importante para a formacdo de um futuro professor de
matematica é que diante, por exemplo da série ﬁ =1+ a + a?+a®+ a*+..., tomando

a =2, obtemos—1= 1+ 2 + 4 + 8 + 16 + 32 + etc., esta situacdo faca seu chao
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sumir sob seus pés, pois isso segundo Lins, “cria a possibilidade do tornar-se, ndo torna-se um
matematico, mas tornar-se - como deve ser um professor - um atento leitor da diferenca”.
(LINS, 20044, p. 119). Sendo assim, a Matematica do matematico oferece uma oportunidade

singular de discutir a diferenca. E para Lins,

[...] isto é, ao meu entendimento, exercer uma educacdo através da
Matematica, e num sentido que coloca a escolha de contelidos claramente
como apenas uma escolha do que me vai ser mais Util em minha empreitada
e, nunca, como uma escolha “do que deve ser ensinado” (LINS, 2004, p.
119).

Em vista disso, ao nos depararmos com os diferentes modos de producdes de
significados que Euler nos apresenta, “estamos ampliando nossos horizontes, estamos
experimentando a possibilidade de vislumbrarmos outros lugares, outros modos de producéo
de significados para os objetos matematicos, outras praticas de ensino” (LUCHETTA, 2017,
p. 217).

Nas Licenciaturas em Matematica poderiamos construir espagos nos quais os alunos
pudessem estudar, ler, produzir com diferentes matematicos ao longo do tempo, Euler,
Fermat, Weierstrass, entre outros. Ndo apenas em um sentido restrito de uma histéria da
matematica, mas em um projeto amplo de problematizacdo de modos particulares de producéo
de matematicas, levando em consideracdo seus contextos culturais, filoséficos, politicos em
uma direcdo de explicitar diferencas com producGes matematicas que acontecem nas salas de
aula da Educagdo Matematica. Como afirmam, Oliveira, Linardi e Viola dos Santos (2020, no
prelo), uma formacdo de professores de matematica poderia ser estruturada em nocées como

repertorios e leituras.

Um ponto central de nossas problematizacbes é pensar na dire¢do da
construgdo de formacgdes iniciais de diferentes educadores matematicos a
partir das nogdes de repertorios e leituras. Repertorios em um sentido amplo
de partilha e movimentacdo entre diferentes processos de producdo de
significados. /.../ a nocdo de leituras, que se constitui na dire¢do politica de
acreditar e afirmar que educadores matematicos precisam ler processos de
producdo de significados de seus alunos de modo a interagir e intervir, em
tentativas de ampliar, colocar em xeque, explorar outras possibilidades na
construcdes de diferentes espagos comunicativos.

Repertorios e leituras como nogfes centrais de um projeto politico de formacdo de
professores se apresentam como uma possibilidade na qual formagOes de diferentes
professores € uma condicdo necessaria. Diferentes professores, pois nossas escolas e 0s
alunos que habitam esses espacos sdo plurais, com multiplos contextos sociais, culturais e
econdmicos.
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- Ole Skovsmose: Eu tenho duas respostas e vou voltar para a ideia da Dinamarca. Para a
Escola Bésica, entre 6 e 16 anos, essa pessoa é excelente. Quando eu penso na qualificacéo
de professores, eu gosto de pensar sobre uma qualificacdo para um grupo de professores, pois
guando ele entra na escola trabalha com em grupos de professores com outros
conhecimentos. E importante vocé ter esses grupos com qualidades diferentes. Esse é um bom
grupo. Para a escola de 16 a 19 anos, talvez ele tivesse algumas dificuldades, porque
precisaria dar aula de Calculo (Porém acho que o Euler conseguiria [risos]). Eu penso que o
importante é termos um grupo de professores com qualidades diferentes. Para mim a
gualidade de um professor ndo fala muito sobre a qualidade de professores. Eu falo de
gualidades de professores de uma escola, de um grupo. Vocé pode ter um professor que ndo
sabe nada sobre Calculo, mas sabe muito sobre possibilidades, processos. Ele ajuda (Ole
Skovsmose, In: VIOLA DOS SANTOS, p. 175, 2012).

Euler ndo sabia nada de matematica? Sim, se tomarmos A Matematica do século XX,

estruturada em termos de sua axiomatizagdo (acreditamos que em poucas leituras destes

textos, Euler seria capaz de ir bem em uma primeira prova de Calculo I, ou até mesmo

produzir novas ideias). N&o, pois ele produziu conceitos, ideias, argumentos, um vasto

repertorio com demandas e problemas de sua época. Ele de fato sabia e produziu muitas novas

ideias matematicas.

Nosso argumento central ndo se restringe em responder essa pergunta afirmando ou

negando-a, mas em uma dire¢do de movimentarmo-nos com ela, com efeitos que dela decorre

para construir um projeto politico de uma formacdo matematica na Licenciatura para futuros

professores de matematica da Educacdo Basica: sempre em processo, em movimento.

Nesse artigo, produzimos alguns movimentos, efeitos e desdobramentos para uma

formacdo em matematicas, em espacos de formacao de educadores matematicos.
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