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Resumo: Estudos da area da Educacdo Matematica no Ensino Superior sinalizam a necessidade de
uma postura autbnoma e proativa por parte do estudante na graduacdo. Dentre varias possibilidades
para o desenvolvimento dessa postura, destaca-se a utilizacdo de metodologias ativas, com elementos
do Ensino Hibrido, em especial a Sala de Aula Invertida. Neste artigo objetivamos apresentar uma
metodologia para o desenvolvimento de atividades para a introdugdo do conceito de limite. Essa
metodologia é apresentada em Talbert (2009), que indica uma lista com sete passos que auxiliam no
design de uma aula com elementos da aprendizagem invertida. Além disso, propomos um conjunto de
atividades, para introduzir o conceito de limite, de forma a possibilitar o desenvolvimento da definicao
formal a partir da exploracdo de diferentes representacdes (numéricas, simbdlicas e graficas).
Entendemos ser fundamental para a area de pesquisa discutir questdes relacionadas ao design de
atividades matematicas.
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TASK DESIGN FOR INTRODUCTION TO THE LIMIT CONCEPT IN
THE FLIPPED CLASSROOM MODEL

Abstract: Research in the area of Mathematics Education in Higher Education indicates a necessity
for an autonomous and proactive posture on the part of the undergraduate student. Among several
possibilities for the development of this posture, we highlight the use of active methodologies, with
elements of Blended Learning, especially the Flipped Classroom model. In this article, we aim to
present a methodology for the development of activities for the introduction of the concept of limit.
This method is presented by Talbert (2009), who indicates a list with seven steps that assist a teacher
in the design of a class with elements of flipped learning. Besides, we propose a set of activities, to
introduce the concept of limit, to enable the development of the formal definition from the exploration
of different representations (numerical, symbolic, and graphic). We understand that it is fundamental
for the research area to discuss issues related to mathematical task design.
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® Doravante, utilizaremos o termo ‘Calculo’.
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cursos de Ciéncias Exatas, de algumas areas das Ciéncias Sociais Aplicadas, como
Administracdo e Economia, e de Engenharias. Para Silva et al. (2010), uma disciplina de
Célculo contempla necessidades desses cursos e eles indicam a necessidade e a importancia
que possui o Calculo para a formacdo profissional de egressos.

Contudo, essa disciplina, por apresentar um grau de abstracdo, exige do estudante,
conceitos matematicos prévios e por isso tem sido considerada uma disciplina dificil ou que
apresenta dificuldade de aprendizado por parte dos estudantes recém-chegados a universidade,
0 que muitas vezes implica em altos indices de retencdo e evasdo (BADINO; CABRAL,
2004).

Da forma como o Calculo esté estruturado, o conceito de limite de fun¢des de uma
variavel real® desempenha um papel central e ¢, possivelmente, aquele que acarreta mais
dificuldade de compreenséo para os estudantes. No estado da arte apresentado em Bressoud et
al. (2016), com relagdo ao conceito de limite, é indicado que algumas das “concepgdes que 0s
alunos extraem de suas ideias, intuicbes e conhecimentos ao tentarem dar sentido [ao
conceito], podem bloquear a compreensao” (p. 6, traducdo nossa, adaptado). Por exemplo,
uma concepc¢do de limite como uma barreira pode fazer com que o estudante conclua
erroneamente que esse valor ndo pertence a imagem da funcdo. Dessa forma é necessario
tomar certos cuidados com a forma pela qual esse conceito é apresentado.

Outro ponto que destacamos esta relacionado a postura que os estudantes da graduacao
precisam desenvolver. Gueudet et al. (2016) sinalizam a necessidade de uma postura
autbnoma e proativa. Miranda e Masson (2016) identificam a necessidade de mudanca na
postura dos estudantes: “Muitos alunos do ensino médio [...] ndo tem habitos de estudo, o que
compromete significativamente a aprendizagem no Ensino Superior” (p. 2). Dessa forma,
seria necessario que em aulas da graduacao, pudéssemos desenvolver uma postura autbnoma e
habitos de estudo.

Além de mudancas na postura, Igliori (2009) indica a existéncia de diferencas na
maneira como a aprendizagem, no Ensino Superior, é concebida e pontua duas outras
mudancas: na forma como os conteddos curriculares sdo tratados e na atitude dos estudantes.
Os contetidos sdao considerados como “objetos de ensino”, ao invés de “objetos de
aprendizagem”, os quais devem ser compartilhados entre professores e estudantes. Com isso,
o0s estudantes do Ensino Superior passam a adquirir maior responsabilidade pelo sucesso (ou

insucesso) de sua aprendizagem.

® De agora em diante, indicaremos esse conceito pelo termo ‘limite’.
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Entendemos que seja necessario desenvolver em estudantes de graduagdo uma postura
proativa e de mudancas na forma como os conteudos curriculares sdo tratados. Pesquisas
internacionais (JUNGIC et al., 20015; MACIEJEWSKI, 2015; MURPHY et al., 2015;
PETRILLO, 2015) tém indicado que a modalidade Ensino Hibrido’ pode ser uma
metodologia de ensino que possibilite o desenvolvimento e a mudanca pretendidos.

Schreiber et al. (2018) realizam levantamento com vistas a identificar e analisar
publicacGes cientificas, nacionais e internacionais, acerca da estratégia pedagogica da Sala de
Aula Invertida® no ensino de Matemética e evidenciam impactos positivos no desempenho,
motivagdo e autonomia dos estudantes. As autoras indicaram a obtengdo de “resultados
satisfatorios na inversdo da sala de aula, demonstrando que esta pode ser uma alternativa ao
ensino tradicional, pois possibilita o desenvolvimento do protagonismo e da autonomia dos
estudantes” (SCHREIBER et al., 2018, p. 233).

Talbert (2019) indica que uma aula proposta com a SAIl pode propiciar uma
aprendizagem invertida®. Como uma das possibilidades para implementar uma proposta de
ensino baseada na SAI utiliza-se Tecnologias Digitais de Informacao e Comunicacéo (TDIC).
Segundo Valente (2014), as tecnologias tém modificado aspectos como: a organizacdo dos
tempos e espacos da escola, relagdes entre o aprendiz e a informacgdo e interacdes entre
alunos, entre alunos e professor.

Contudo, como podemos organizar atividades de ensino utilizando a sala de aula
invertida? Em Moreira et al. (2018) é indicada a necessidade de considerar aspectos
metodoldgicos para o desenvolvimento de atividades de ensino nesse modelo.

Dessa forma, neste artigo objetivamos discutir uma metodologia para o
desenvolvimento de atividades, no submodelo SAI, apresentada em Talbert (2019), assim
como propor um conjunto de atividades desenvolvidas com base nessa metodologia para a
apresentacdo da defini¢do formal do conceito de limite de uma funcéo de uma variavel.

Sendo assim, este trabalho € organizado da seguinte maneira: inicialmente
apresentamos consideragdes sobre o ensino de Célculo e de limites com tecnologias; modelos
de Ensino Hibrido, com destaque para SAI e de Aprendizagem Invertida; exibimos o modelo
de design para a SAI, proposto em Talbert (2019); elaboramos um conjunto de atividades

utilizando o modelo e, por fim, apresentamos consideracdes finais sobre o trabalho.

" Tradug#o livre do termo original Blended Learning e que seré utilizada neste manuscrito.
® Doravante, utilizaremos a sigla SAI para o termo Sala de Aula Invertida.
® Tradug#o livre do termo original Flipped Learning.
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Tecnologias digitais no ensino de Calculo e o ensino de limites

Nesta secdo apresentamos consideracfes sobre o ensino do Calculo com tecnologias
digitais e sobre o ensino de limite, pois objetivamos desenvolver um conjunto de atividades
para a apresentacdo da definicdo formal do conceito de limite, considerando o modelo
proposto em Talbert (2019) para uma aula no modelo SAI. Tomamos como defini¢do formal

de limite, nesta proposta, a abordagem de Stewart (2006), segundo o qual:

Seja f uma funcao definida em algum intervalo aberto que contenham
0 namero a, exceto possivelmente no préprio a. Entdo dizemos que o
limite de f (x) quando x tende a a é L, e escrevemos lim,._,, f(x) = L
se para todo ndmero ¢ > 0 houver um numero 6 > 0 tal que se
O<|x—-a|<d entdo |[f(X)—L|<e(p.101).

Com relacdo ao ensino de limites com tecnologias digitais, inicialmente exibimos
considera¢des de Tall que indicam que “0 computador pode mostrar graficos dindmicos e
oferecer um poder antes inimaginavel de computacdo numeérica e simbdlica. No entanto, a
tecnologia disponivel tem um potencial muito maior para permitir aos estudantes (e
matematicos) dar sentido as ideias” (TALL, 2013 p. 43, traducdo nossa).

Tall afirma que determinados ambientes computacionais podem ser utilizados para o

desenvolvimento cognitivo dos sujeitos, pois por meio deles € possivel

[...] executar quaisquer algoritmos de forma rapida e eficiente e o resultado
final numa gama de diferentes representacdes. Por exemplo, os resultados
podem ser representados visualmente e manipulados fisicamente. Utilizando
um mouse é possivel ao estudante construir relagdes corporificadas que
fazem parte de uma estrutura conceitual mais rica e ampla (TALL, 2000, p.
10, tradug&o nossa, grifo do autor).

O seguinte aspecto deve ser considerado quando a tecnologia é utilizada no ensino,

segundo Tall:

As experiéncias desenvolvem aspectos perspicazes que apoiam a teoria, mas
também podem levar a uma variedade de outras imagens mentais que podem
ser diferentes das ideais mateméticas atualmente convencionadas pelos
especialistas (TALL, 2001, p. 230, traducdo nossa).

Bressoud et al. (2016) indicam que com auxilio de tecnologias digitais

[...] pode-se desenvolver uma abordagem visual de ideias fundamentais
como infinitesimais, processos de aproximacgdo, mudanga, variacdo,
acumulacdo, etc. com tecnologias pode-se auxiliar estudantes a ter
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percepcdes sobre a existéncia formal de conceitos do Calculo (BRESSOUD
et al., 2016, p. 28, tradugdo nossa).

Dessa forma, é possivel implementar atividades com tecnologias digitais que
objetivem o desenvolvimento formal de um conceito matematico.

Com relagédo ao ensino e a aprendizagem de limites, Tall e Vinner (1981) enfatizam
que uma dificuldade para estudantes € conceber o processo de limite como um ndmero.
Quando o conceito de limite é apresentado como um processo dindmico de aproximag&o, Tall
e Vinner (1981) e Robert (1982) indicam que a palavra “aproximar” pode criar uma
concepcao equivocada do conceito de limite implicando na monotonicidade da funcdo bem
como criar ou reforcar uma concepc¢do que o valor do limite ndo pertence a imagem da
funcéo.

A interpretacdo dinamica de limite, como o processo de aproximacéo, de acordo com
Williams (1991) ndo € concebida de modo continuo, mas sequencialmente, sendo essa “uma
forma idealizada de calcular a funcdo em uma sequéncia de pontos sucessivamente proximos
de um dado valor” (p. 230).

Cottrill et al. (1996) indica que o conceito de limite encapsula™ dois processos: um no
qual a varidvel independente aproxima-se de um valor e outro no qual o valor da variavel
dependente se aproxima de outro valor.

Para finalizar esta secdo, apresentamos consideracdes sobre o ensino da defini¢do
formal do conceito de limite. Em estudos da area (COTTRILL et al., 1996; SWINYARD;
LARSEN, 2012; TALL; VINNER, 1981; TALL et al., 2008) sdo apresentados indicios que
estudantes, em cursos introdutérios de Calculo, apresentam dificuldades na intepretacéo,
comunicacdo ou aplicacdo da definicdo formal de limite seja por ndo entenderem o
significado da simbologia algébrica envolvidos ou por ndo conseguirem operar com 0S
operadores Idgicos da definicdo formal de limite.

Tall et al. (2008) indicam que para o ensino, é necessario relacionar nogcGes intuitiva
de limite com a simbologia algébrica de sua definicdo formal. Um ponto de partida, indicado
pelos pesquisadores, € construir intuicdes por meio da exploracdo de suas diferentes
representacdes (numéricas, simbdlicas e gréaficas) que possibilitem o desenvolvimento formal.

Fonseca (2019) exemplifica uma possibilidade desse tipo de construcdo da seguinte forma:

[...] explorar as aproximacdes x— xo € f(x) — L, em termos das vizinhangas

0 termo “encapsula” est4 no dmbito da Teoria APOS de Dubinsky (2002) que indica 0 ato consciente de
transformar processos (dinamicos) em objetos (estaticos), por meio de alguma agéo ou operagéo.

RPEM, Campo Mourdo, PR, Brasil, v.09, n.19, p.285-307, jul.-out. 2020. LMEIJ:

289




-y,
revista

PARANAENSE
DE EDUCACAO

MATEMATICA
_— Ll
Vs(xo) e V(L) representadas através de intervalos e desigualdades, bem
como o significado dessas simbologias e do seu papel na expressdo da
definicdo formal, promovendo um sentido mais completo dos conceitos
envolvidos e facilitando o entendimento de simbologias algébricas (p. 39).

Quando a nogdo de vizinhanca'* é considerada seria possivel formalizar nocdes
intuitivas de aproximagdes x — xo e f(x) — L por meio de intervalos e desigualdades que
definem uma vizinhanga no conjunto nos nimeros reais. A consideragdo da vizinhanga teria o
objetivo de explicar a simbologia que é utilizada na definicdo formal de limite em termos das
vizinhangas Vs(xo) e V,(L)'?, como indicado em Domingos (2003) e Swinyard e Larssen
(2012). Outro ponto em que a nocdo de vizinhanga pode auxiliar, € na compreenséo do
conceito de limite, por ser uma possibilidade de que n&o prevaleca apenas a ideia de
monotocidade que por vezes pode ser desenvolvida quando apenas sdo consideradas
aproximacdes por valores a esquerda ou a direta dos valores do dominio de uma funcéo.

Esses entendimentos podem ser bastante Gteis na elaboracéo de atividades para ensino
de limites, em particular, explorando recursos digitais. Nas proximas secGes discorreremos

sobre a SAl e 0 modelo de Talbert (2019) que sera utilizado.
Ensino Hibrido, Sala de Aula Invertida e a Aprendizagem Invertida

Nesta secdo aprofundamos conceitos de Ensino Hibrido, destacando o submodelo SAI,
e Aprendizagem Invertida que utilizaremos no conjunto de atividades desenvolvido.

O Ensino Hibrido é uma modalidade que tem, como uma de suas ideias principais, que
a instrucdo, seja de informacéo e/ou de contetdos, ocorra fora do periodo de sala de aula. E o
periodo em sala de aula passa a ser utilizado para o desenvolvimento de aspectos relacionados
ao conceito considerado e interacdes entre os estudantes, fomentada por meio de discussdo
entre os pares, atividades de resolucdo de problemas, dentre outras (CRONHJORT et. al,
2018).

Horn e Staker (2015) indicam que o modelo de Ensino Hibrido é um tipo de inovacgéo
sustentada em relacdo a sala de aula tradicional que configura-se por “uma tentativa de
oferecer ‘0 melhor de dois mundos’ — isto é, as vantagens da educacdo online combinadas

com todos os beneficios da sala de aula [presencial]” (p. 3-4, adaptado). Nesse sentido, 0s

1 Definigdo de vizinhanca considerada: Dado um ponto x, pertencente ao conjunto dos nimeros reais, definimos
uma vizinhanga desse ponto representada por V(Xo) um intervalo aberto | tal que X, € I.
12 Definicéo de vizinhanga-¢ de L (V,(L)) como o intervalo aberto ] L —¢, L + ¢ [.
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autores indicam por vantagens da educacdo online: “o ensino online pode permitir que os
estudantes aprendam a qualquer momento, em qualquer lugar, e qualquer caminho e em
qualquer ritmo, em larga escala” (p. 10). E como beneficios da sala de aula presencial, 0s
autores indicam o encontro com professor(es) e/ou supervisor(es) e momentos de interacdo
com professor(es) ou supervisor(es) e entre 0s pares.

O conceito de Ensino Hibrido, segundo Horn e Staker (2015), se caracteriza por um
programa de educacdo formal que combina momentos em que o aluno recebe as instrucdes e
0s conteudos usando recursos online e outros em que o ensino se da em sala de aula, podendo
interagir com outros alunos e com o professor. Valente (2014) comenta sobre as duas partes

descritas por Horn e Staker:

Na parte realizada online o aluno dispde de meios para controlar quando,
onde, como e com quem vai estudar. Esses autores [Staker e Horn]
enfatizam o aspecto formal para diferenciar as situacdes de aprendizagem
que acontecem informalmente. No caso do blended learning o contetdo e as
instrucbes devem ser elaborados especificamente para a disciplina ao invés
de usar qualquer material que o aluno acessa na internet. Além disso, a parte
presencial deve necessariamente contar com a supervisdo do professor,
valorizar as interagdes interpessoais e ser complementar as atividades online,
proporcionado um processo de ensino e de aprendizagem mais eficiente,
interessante e personalizado (VALENTE, 2014, p. 84, adaptado).

Lopes et al. (2003) destacam principios norteadores no Ensino Hibrido, a saber: a
criagdo de um ambiente de motivacdo para engajar os estudantes em atividades; a
possibilidade de propor reflexdo como forma de construcdo de conceitos; de estimular a
cooperacdo entre os participantes; de desenvolver a autonomia na busca da informacéo e a
capacidade de investigacdo. Por conta disso, o Ensino Hibrido esta sendo visto atualmente
como uma forma de se oferecer mais opc¢Bes aos estudantes, ja que trabalha em dois
ambientes: presencial e online de maneira integrada.

Para a implantacdo de abordagem de ensino baseadas no Ensino Hibrido, destaca-se a
SAl. Nela é proposta a possibilidade de o estudante utilizar seu proprio tempo, fora da sala de
aula, para ler textos, estudar, ter contato com o assunto que serd explorado conjuntamente
com estudantes e professor em um encontro presencial. Neste caso, a acdo do professor sera
de retomar, discutir e problematizar o contetdo estudado pelo aluno anteriormente,
desempenhando um papel condutor e critico do percurso dos estudantes.

Uma possibilidade que atualmente tem sido desenvolvida para a SAI no ensino de
Calculo, como indicado por Pavanello e Lima (2017) e Moares e Abar (2017), é trabalhar os

conteddos indicados antes do encontro presencial, em um Ambiente Virtual de Aprendizagem
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A SAI é, para a FLN*, uma maneira de implementar uma abordagem chamada de
aprendizagem invertida. Talbert (2019) indica que o termo aprendizagem invertida pode ser
utilizado ““a toda filosofia de ensino e aprendizagem que abrange o design de uma disciplina
(o que algumas vezes denominamos design de aprendizagem invertida) e as expectativas nao
s6 quanto a o que mas também como os alunos aprendem” (p. 8, grifo do autor).

Além disso, ele apresenta a seguinte definicdo para o termo aprendizagem invertida:

A aprendizagem invertida é uma abordagem pedagdgica na qual o primeiro
contato com conceitos novos se desloca do espago de aprendizagem grupal
para o individual, na forma de atividade estruturada, e o espago grupal
resultante é transformado em um ambiente de aprendizagem dindmico e
interativo, no qual o educador guia os alunos enquanto eles aplicam o0s
conceitos e se engajam criativamente no assunto (TALBERT, 2019, p. 21).

O autor indica que o termo ‘espago’ ndo ¢ apenas o espago fisico da sala de aula ou
outro qualquer, mas também “aos contextos emocional, intelectual e psicoldgico com 0s quais
os alunos se deparam quando estdo fazendo o trabalho” (TALBERT, 2019, p. 10). E assim, 0
contexto de espaco individual, é considerado um momento no qual os alunos estejam
trabalhando, seja individualmente ou em grupos pequenos, e esse trabalho esteja focado em

esforcos individuais do aluno. O contexto de espaco de aprendizagem grupal

[...] é aquele no qual os alunos operam quando estdo trabalhando com um
grupo formal com parte da aula [...] o que eles encontram quando trabalham
com toda a turma ou algum subgrupo intencional e regulado da turma, tal
como pequenos grupos formados durante a aula pelo professor ou
determinado grupo de discussdo em uma disciplina online (TALBERT,
2019, p. 10).

Dessa forma, Talbert indica que para que o professor possa promover um ambiente de
aprendizagem dindmico e interativo nos dois espacos, o individual e o grupal, é necessario
que o professor ofereca orientacdo para os alunos.

Outro ponto que destacamos é que a SAl ndo é a Unica forma de realizar uma aula, ou

curso, com base na Aprendizagem Invertida. Ele cita o exemplo de Eric Mansur, da Harvard

3 Sigla da organizacdo Flipped Learning Network (FLN). Segundo descricdo do site da organizagdo
(https://flippedlearning.org/who-we-are/):  “¢ uma comunidade online original sem fins lucrativos para
educadores que utilizam ou se interessam em aprender mais sobre a sala de aula invertida e praticas de
aprendizagem invertidas. Iniciada em 2012 por pioneiros amplamente reconhecidos, incluindo Jon Bergmann,
Aaron Sams, April Gudenrath, Kristin Daniels, Troy Cockrum, Brian Bennett e outros, a FLN revisou sua
missdo em 2016 para se concentrar mais diretamente em ser um hub online onde educadores em todo 0 mundo
pode compartilhar e acessar recursos, dicas, ferramentas e muito mais” (FLIPPED LEARNING NETWORK,
2014, traducdo nossa).
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University, e a peer instruction. Nesse sistema de instrucéo, o foco do tempo em aula esta em
expor e corrigir as concepcOes errdneas dos alunos sobre ideias importantes de um
determinado assunto. Talbert indica que a peer instruction se enquadra na definicdo de

Aprendizagem Invertida dada, pois:

O foco do espaco grupal estd na aplicacdo dindmica do contetdo basico,
especificamente uma interacdo dindmica entre os colegas para isolar e
corrigir concepcdes equivocadas comuns sobre conceitos fundamentais. Para
gue se tenha tempo para fazer isso em sala de aula, os alunos nas aulas com
peer instruction devem aprender o conteldo basico de forma independente
antes da aula (TALBERT, 2019, p. 32).

Finalizamos esta secdo em que exibimos os conceitos de Ensino Hibrido, SAI e da
Aprendizagem Invertida, que nortearam o desenvolvimento da atividade proposta neste artigo.
Na proxima secdo, é apresentado um modelo de design (TALBERT, 2019) para o conjunto de

atividades que possibilite o desenvolvimento de uma aula no modelo SAlL.
Um modelo de design de uma aula no modelo SAI

Nesta secdo apresentamos o modelo que foi utilizado para o desenvolvimento de uma
aula no modelo SAI e que objetiva a introdugéo do conceito de limite.

Inicialmente, exibimos um estudo de caso sobre o design de uma disciplina de Céalculo
como feito em Talbert (2019), que relata como foi desenvolvida na Grand Valley State
University (GVSU), localizada em Michigan, nos Estados Unidos. A disciplina € comumente
ministrada no 1° semestre para uma gama de cursos como Engenharia, em especial, uma porta
de entrada para disciplinas mais avancadas em matematica e ciéncias.

Talbert indica o seguinte motivo pelo qual resolveu utilizar uma metodologia ativa em

suas aulas:

A maior preocupacao era o efeito que meu ambiente de aprendizagem estava
tendo nos futuros professores. Se os alunos acharem que o célculo tem a ver
com repeticdo mecanica da exposicdo do professor e se calculo for a
disciplina que informa as experiéncias futuras de todos os professores de
matematica, entdo o que necessariamente ird acontecer é que eles se tornaréo
professores que transmitirdo essa compreensdo falha da matematica para a
proxima geracdo (TALBERT, 2019, p. 58).

Dessa forma, Talbert resolveu utilizar um modelo de aprendizagem invertida para o

desenvolvimento da disciplina de Calculo com um design de aula invertida da seguinte forma:
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A intencdo era de que os alunos obtivessem instrucdo direta por meio de
video pré-gravado™, a ser assistido antes do horario da aula, e, entfo, o
tempo em sala de aula seria usado inteiramente respondendo a perguntas e
resolvendo tarefas de resolucdo de problemas mais dificeis (TALBERT,
2019, p. 58).
Nesse caso, 0s espacos de aprendizagem individual e o grupal foram organizados do
seguinte modo: antes do encontro presencial, no espaco individual, os alunos realizavam uma
atividade denominada por Pratica Guiada, na qual se deparavam com o material pela primeira

vez, de uma forma estruturada, e que contém as seguintes atividades:

e uma descrigdo do que os alunos iriam aprender na aula seguinte;

e uma lista de objetivos de aprendizagem para a aula, ou tarefas de aprendizagem
especificas;

e uma secdo de recursos para aprendizagem. Podem ser, por exemplo, uma parte do
livro-texto para ler e/ou uma selecdo de videos para assistir;

e uma colecédo de exercicios que proporcionavam aos alunos formas de praticar tarefas
descritas na lista dos objetivos de aprendizagem basicos;

e um conjunto de instrucBes sobre como submeter o trabalho, tipicamente alimentando

as informacg0es basicas e as respostas aos exercicios em um Formulario no Google.

Em uma aula de 50 minutos, Talbert descreve como o espaco grupal era desenvolvido
nessa disciplina de Calculo ministrada por ele: nos cinco primeiro minutos eram formados
grupos de trés e quatro integrantes para discutir as respostas dadas as atividades da Pratica
Guiada; cinco minutos nos quais era feito um balango da atividade desenvolvidas, focando em
padrdes apresentados pelos estudantes e concepcdes errdneas. O restante da aula era reservado
para o desenvolvimento de uma forma de aprendizagem ativa que se adequasse ao conteudo

em questdo, em duplas ou em grupos, como as seguintes:

e atividades de peer instruction usando clickers™ e testes conceituais
(MANZUR, 1997) para material conceitual,

e trabalho em grupo sobre aplicagBes do conceito basico a calculos mais
avancados e aplicactes na vida real;

e grupos resolvendo a derivacdo ou a prova de uma ideia importante

14 A lista de videos utilizados esta disponivel no seguinte link:
https://www.youtube.com/watch?v=6HPe7iwr88k&list=PL9bljQIDWfGuUXQHuS5Jkmum_CFILoCZX-

50 termo “clikers” é se refere a um tipo de sistema de resposta do estudante (termo original student response
system). Esse tipo de sistema possibilita ao estudante responder perguntas, formuladas pelo professor, usando a
internet em seus dispositivos moveis ou no computador, sendo que as respostas sd0 computadas
instantaneamente ao professor. Exemplo desse tipo de sistema é o Kahoot! (https://kahoot.com/)
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(TALBERT, 2019, p. 61).

Esse ¢ um exemplo de aprendizagem invertida pois no espaco individual o primeiro
contato com novos conceitos de Céalculo ocorre por meio das atividades desenvolvidas no
ambito da Prética Guiada, que configuravam-se como uma “atividade estruturada que
forneceu orientagdes quando se deparavam com o material novo pela primeira vez”
(TALBERT, 2019, p. 62). O espaco grupal é orientado para aprendizagem ativa “por meio de
trabalho iterativo e desafiador em tarefas de mais alto nivel que normalmente teriam sido
relegadas para um momento fora de aula” (TALBERT, 2019, p. 62).

Para auxiliar no planejamento de uma aula para ser desenvolvida em um ambiente de

aprendizagem invertida, Talbert (2019) expde uma estrutura composta por sete passos:

1. Elaborar uma lista breve, mas abrangente, dos objetivos de aprendizagem para a aula;

2. Recombinar os objetivos de aprendizagem para que aparecam em ordem de
complexidade dos processos cognitivos;

3. Criar um esbogo do planejamento da atividade no espaco grupal que vocé pretende
que os alunos fagam;

4. Retornar a lista dos objetivos de aprendizagem e dividi-los em objetivos basicos e
avancados;

5. Terminar o planejamento da atividade para o espaco em grupo;

6. Planejar e construir a atividade para o espago individual;

7. Planejar e construir atividades para o espaco p0s-grupo que vocé pretende que 0s

alunos facam.

Da lista indicada por Talbert, destacamos a nocdo de complexidade dos processos
cognitivos, apresentada no item 2, é referenciada segundo a Taxonomia de Bloom'®. Essa
pode ser representada por uma piramide, dividida em niveis nos quais os mais inferiores
correspondem as atividades simples e a complexidade vai aumentado a medida que sdo
acessados 0s niveis mais altos da piramide. Na Figura 1 apresentamos cada um dos niveis, e

0s verbos que podem ser associados aos niveis da taxonomia de Bloom:

6 A Taxonomia de Bloom é uma ferramenta criada por Benjamin Bloom e outros estudiosos das areas da
educacdo e psicologia com a finalidade de classificar objetivos educacionais. Foi considerada aquele que
classifica 0 processo cognitivo, entendido como o meio pelo qual o conhecimento é adquirido ou construido e
usado para resolver problemas diérios e eventuais.
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Figura 1: Piramide da taxonomia de Bloom
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W\

w
V

lica executar, implementar, reso,
operar, agendar, esbogar

classificar, desmver.
reconhecer, relatar, s

Fonte: TALBERT, 2019, p. 120.

Com base nos sete passos propostos em Talbert (2019), apresentamos uma proposta
para o desenvolvimento de uma aula com elementos da SAI e da aprendizagem invertida para

a introducdo do conceito formal de limite.

Proposta de uma aula no modelo sala de aula invertida

O que é apresentado nesta secdo é um conjunto de atividades em que objetiva-se a
introdugdo do conceito de limite, com vistas a possibilitar o desenvolvimento formal desse
conceito.

De acordo com o modelo de design indicado por Talbert (2019), anunciamos o0s
objetivos desse conjunto de atividades ja ordenados de acordo com os niveis de complexidade

e ordenados segundo elementos da Taxonomia de Bloom.

e Enunciar a ideia intuitiva de limite pelo problema da velocidade instantanea;
e Enunciar a definicdo formal de limite de uma funcdo;

e Estimar o valor do limite de uma funcdo de maneira numérica;

e Estimar o valor do limite de uma funcéo graficamente;

e Conjecturar sobre a ndo existéncia do limite de uma fungdo em um dado ponto.
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e Interpretar graficamente os valores ¢ e § da definicdo de limite de uma funcdo em

um dado ponto;

Para o desenvolvimento do espaco individual de aprendizagem, elaboramos duas
praticas guiadas, com questdes implementadas em dois formularios utilizando a ferramenta
Formulérios Google. Utilizamos essa ferramenta por permitir uma futura coleta das respostas
dadas de maneira rapida e organizada.

A seqguir, apresentamos impressdes de tela das questbes desenvolvidas no primeiro
formulario®’.

Na primeira questdo objetiva-se verificar qual seria o entendimento do respondente

sobre determinado video assistido.

Figura 2: Primeira questéo da pratica guiada desenvolvida no primeiro formulario

1. De acordo com o video 1 (https:/pt.khanacademy.org/math/calculus-

home/limits-and-continuity-calc/limits-introduction-calc/v/inewton-leibniz-and-

usain-bolt?modal=1), descreva como foi possivel calcular a velocidade

instantanea do velocista Usain Bolt em um dado instante t?

Fonte: producao dos autores.

O video, da plataforma Khan Academy®®, apresenta uma introducdo ao conceito de
limite pelo célculo da velocidade instantanea do velocista Usain Bolt durante uma prova de
100 metros rasos. Por esse motivo, a questdo proposta solicita que os alunos descrevam, com
suas palavras, qual foi o método apresentado para calcular a velocidade instantanea do
corredor em um dado instante. Esse tipo de atividade visa avaliar se o video selecionado foi
assistido e o que foi compreendido dele. Além disso, o video mostra que um processo de
limite pode resultar em um numero. Sendo que essa € uma das dificuldades apontadas em Tall
e Vinner (1981): conceber o processo de limite como um numero. Vejamos a segunda

questao.

Y Disponivel em: https://forms.gle/bxDbncedpaiKg2bv5

8 A Khan Academy (https://pt.khanacademy.org/) é uma organizagéo cuja missdo é proporcionar uma educagio
gratuita e de alta qualidade para todos, em qualquer lugar, oferece uma colecdo gratis de videos de Matematica
(do Ensino Béasico ao Superior) e outras areas do conhecimentos como Fisica, Quimica, Biologia, Ciéncia da
Computacéo, entre outras.
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Figura 3: Segunda questdo da pratica guiada desenvolvida no primeiro formulario
2. Observe a seguinte constru¢ao do GeoGebra

(https:/ivww.geogebra.org/m/u?ihjghg). Calcule trés velocidades médias em

valores proximos de t = 2, indicando no campo abaixo os seguintes dados: o
instante escolhido t - a velocidade média calculada. Exemplo: t = 1.89, v =
19.7272...

Fonte: producdo dos autores.

Na segunda questdo objetiva-se que seja utilizado o método descrito para o célculo da
velocidade média em outra situacdo: o calculo da velocidade instantanea de uma bola lancada
verticalmente no instante t = 2 segundos. Nessa atividade queremos que 0s alunos procurem
aplicar o método apresentado na questdo anterior para calcular a velocidade instantanea de um
movel. Nessa atividade é utilizado um applet do GeoGebra, de modo que com esse applet é
possivel efetuar a seguinte operacdo indicada por Tall quando diz que “os resultados podem
ser representados visualmente e manipulados fisicamente. Utilizando um mouse € possivel ao
estudante construir relacdes corporificadas que fazem parte de uma estrutura conceitual mais
rica e ampla” (TALL, 2000, p. 10, tradugéo nossa).

Nas proximas trés questdes (terceira, quarta e quinta) sdo abordados métodos

numéricos e graficos para a estimativa do valor de um limite de uma fun¢do num ponto dado.

Figura 4: Terceira questdo da préatica guiada desenvolvida no primeiro formulario
3. Veja o video 2 (https://pt.khanacademy.org/math/calculus-home/limits-and-

continuity-calc/limits-from-tables-calciv/limit-by-analyzing-numerical-data?

modal=1) e responda: como & possivel estimar o limite de uma fun¢ao em um
dado ponto?

Fonte: Producéo dos autores.

Na terceira questdo apresentamos um video que trata de como é possivel estimar o
valor do limite de uma funcdo por meio de uma tabela e da observacdo do comportamento
gréfico da funcéo, e é solicitado ao estudante que escreva o que entendeu sobre esse método.

Na Figura 5 apresentamos as questdes quatro, cinco e seis:

298

RPEM, Campo Mourdo, PR, Brasil, v.09, n.19, p.285-307, jul.-out. 2020. LMMJ:



b Y
revista

PARANAENSE
DE EDUCACAO
MATEMATICA
e
Figura 5: As trés ultimas questdes da pratica guiada desenvolvida no primeiro formulario

4. QObserve as tabelas a seguir que mostram © comportamento de uma funcio 5 Acesse a seguinte cons GeoGebra

. z=3 {) 4
[AR- [1)—=R [f(x) - & o comportamento dessa fungdo em valores
préximos ao 1

1,08 0457202578
01| 0497512435
101 & P

1008 0495753117

10001 | 0.4909

YoCLUre Jdescrever uma situagao na qual 0 imite de Tungao em um Jdaco ponto

nac axiste

Fonte: producéo dos autores.

Na quarta e na quinta questdes solicita-se que se estime o limite de uma funcéo,
utilizando a abordagem grafica e a numérica apresentadas no video da questdo 3. O exemplo
apresentado, na questdo 5, foi feito de forma que o estudante possa perceber que o valor limite
pode ser diferente do valor da imagem da funcdo e que o limite ndo € uma barreira, pois o
valor do limite € menor que o valor da imagem da funcéo no ponto x = 2.

Na ultima questdo, deixamos que o aluno reflita sobre quais seriam as condicdes para
as quais o limite de uma funcdo ndo exista. Tall indica a necessidade de considerar
contraexemplos de um dado conceito, pois se “todos os exemplos considerados possuem
determinada propriedade, entdo, na auséncia de contraexemplos, a mente assume que a
propriedade conhecida seja implicita em outros contextos” (TALL, 1986, p. 84, traducéo
nossa).

Descrevemos, 0 esboco de uma atividade que poderia ser desenvolvida no espago de
aprendizagem grupal. Estimamos 50 minutos o desenvolvimento dessa atividade. No Quadro

1 é apresentado o esboco da atividade do espaco grupal:

Quadro 1: Organizacdo das atividades do espaco grupal de aprendizagem

Tempo

previsto Descrigdo da atividade

Discussdo sobre o que foi visto em videos que indicamos na atividade do espaco
Primeiros | individual de aprendizagem. Essa discusséo foi pautada nas seguintes questdes:
15 minutos:| ¢ Como foi calculada velocidade instantanea do corredor?

e Para dado um gréafico de espaco em funcdo do tempo, calcular a velocidade
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instantanea em t = 2?
e Como estimar o valor de limite de uma fungdo, a partir de informacdes de uma
tabela?
e Como poderiamos indicar quando o limite de funcdo em um dado ponto nédo existe?
Discussdo sobre o0s seguintes termos destacados na definigdo intuitiva de limite
(STEWART, 2006): “Se pudermos tomar os valores de f(x) arbitrariamente proximos
de L (t&o proximo quanto quisermos), tornando x suficientemente proximos de X, (por
Préximos | ambos os lados de xo), mas ndo igual a x,”.
25 minutos:| Resolucéo em sala das seguintes questes: Faca uma estimativa dos seguintes valores:
a) lim,_, Se‘;(")
b) lim,._,, sen (g)
Discusséo final sobre as duas atividades propostas em aula.
10 minutos | Reforgando que o método de aproximagdo sucessivas pode conduzir a um erro
finais: | dependendo dos valores escolhidos (como no item b) que dependendo da forma como
nos aproximamos do 0, o valor do limite ndo é o mesmo.

Fonte: producdo dos autores.

Para abordar o objetivo “Interpretar graficamente os valores ¢ e 6 da definicdo de

limite de uma fungdo em um dado ponto” foi produzida uma segunda pratica guiada. Nesta

nos propomos a desenvolver atividades levando-se em conta o que é afirmado em Tall et al.

(2008): a necessidade de relacionar noc@es intuitivas de limite com a simbologia algébrica de

sua defini¢do formal.

Nas

questdes 1, 2, 3 e 5 do segundo formulério®® dessa outra pratica guiada foram

selecionados videos da Khan Academy, em que procuramos mostrar a relacao existente entre

os elementos da noc¢do intuitiva de limite com sua defini¢cdo formal. Nas figuras 6 e 7 sdo

apresentadas as questbes 4, 6 e 7 nas quais os alunos teriam que aplicar conceitos que

emergiram nos videos indicados.

9 Disponivel em: https:/forms.gle/gRY 7vbxsdvxulVhCA
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Figura 6: A questdo 4 da pratica guiada desenvolvida no segundo formulério
4. Considere a aplicacdo do Geogebra (https://www.geogebra.org/m/tfuzbgka),
digite no campo a fungao f(x) =x - 1.

Quao praximo de v = | devemos manter x para termos certeza de que f(x) = x 1 fique
menor que uma distancia menor que 0,2 unidades de yvo = 2. Assinale a alternativa que contém
esse valor,

O o5
O o4
O o2
O 0a3s

O Nao entend|

Fonte: producao dos autores.

Figura 7: As questBes 6 e 7 da préatica guiada desenvolvida no segundo formulario

6 (STEWART, 2013. p. 107) I8tilize o grafico da fungdo f{x) » Vx para encontrar U
ramero 8 que satsfacs & seguinte condigio:

7. (STEWART. 2013, p. %07}

| Unilimndo o grafico da fungio [(x) = vx pam encontonr um pimero § posttivo tal que

—=05/<02 talque |x-2/<3d

Wa-2<04 sendoque |r—4|<§

y ¥ »
1 y =X
y== 2.4 &
1 \ <3 -
1.6 |
. / I
L7 E— L !
N34 } | - 0 ]
1 i 2 4 ? N
|
0 .:, '_\ (0] X 10
-

Caso vock ndo tenhs conseguido resolver usss questBo. procure descraver qual
foi a sua dificuldade

Casd vood nio tenha CoNseguid rescivar @isa questiio, procure descrever qual

foi a sua dificuldade. Sun rezposiy

Fonte: producao dos autores.

Na sequéncia € descrita uma atividade que poderia ser desenvolvida no espaco de
aprendizagem grupal, com duragédo estimada em 50 minutos. No Quadro 2 é apresentado o
esboco da atividade do espaco grupal:
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Quadro 2: Organizagdo das atividades do espaco grupal de aprendizagem
Tempo . ..
. Descricéo da atividade
previsto

Discussao sobre o que foi visto em videos que indicamos na atividade do espaco individual de
aprendizagem. Essa discussao foi pautada nas seguintes questoes:

e Qual foi a comparacdo feita nos videos para justificar como é possivel definir formalmente

Primeiros 20
. lim, ¢ £ (x) = L?
minutos:
¢ Como foi definido formalmente o conceito de limite?
e Como podemos utilizar a defini¢do de limite para dado um valor de € encontrar o valor de &?
Enunciar a definicdo formal de limite.
Discusséo entre 0s alunos das seguintes questdes:
Questdo 1:
sea 19 = (%4 20173
Proximos 20 Quéo proximos de xq = 3 deve estar x para que f (x) fique a uma distancia menor que 0,1 de
minutos: Yo=5.
Questdo 2:
Considere a mesma funcéo da questdo anterior, se considerarmos que o valor ao invés de 0,1
fosse um valor arbitrario €, quio deveria ser o valor & (dado em fung¢ao de €)?
Discusséo final sobre as duas questdes propostas em aula.
Proposicéo de duas atividades:
Questao 1:
(STEWART, 2006, p. 107) Use o grafico %
dado de f (x) = x? para encontrar um = x?
10 minutos | ndmero & tal que:
finais:

Se [x*—1] <} entio [x—1]<8

Questdo 2: Utilize a defini¢do formal de limite para demonstrar que lim,, _;(4x —5) =7

Fonte: producdo dos autores.

Nesta atividade objetivamos proporcionar por meio dos videos selecionados a

possibilidade de transi¢cdo entre os elementos intuitivos do conceito de limite e a definicéo

formal. Entendemos que os contetidos dos videos selecionados auxiliam nesse processo, por

exemplo, quando apresentam fragilidades com o termo “aproximar”. No espaco de

aprendizagem grupal, procurariamos sanar eventuais ddvidas na intepretacdo, comunicagéo ou

aplicacdo da definicdo formal de limite seja por néo entenderem o significado da simbologia

algébrica envolvidos ou por ndo conseguirem operar com os operadores logicos da definigdo
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formal de limite, com indicado em pesquisas da &rea (COTTRILL et al., 1996; SWINYARD;
LARSEN, 2012; TALL; VINNER, 1981; TALL et al., 2008).
Nesta secdo apresentamos um conjunto de atividades propostos em conformidade com
0 modelo de design proposto em Tabert (2009), para o desenvolvimento do conceito formal
de limite. Em um proximo trabalho, pretendemos narrar sua implementagdo em uma turma de

Célculo.
Considerac0es finais

Neste artigo foi apresentada uma metodologia, inspirada em Talbert (2019), para a
construcdo de atividades que possibilitem o desenvolvimento do conceito de limite, apoiado
em elementos da SAI e da Aprendizagem Invertida.

Esse material atende uma necessidade indicada por pesquisadores (GUEUDET et al.,
2016; MIRANDA; MASSON, 2016) sobre a importancia de desenvolvimento de uma postura
ativa por parte de estudantes do Ensino Superior. Também por outros estudos (JUNGIC et al.,
20015; MACIEJEWSKI, 2015; MURPHY et al., 2015; PETRILLO, 2015; SCHREIBER et
al., 2018) que indicam que o modelo SAI pode ser uma maneira de organizar aulas de forma
ao desenvolvimento dessa postura.

Corroboramos com pesquisas (COTTRILL et al., 1996; SWINYARD; LARSEN,
2012; TALL; VINNER, 1981; TALL et al., 2008) que indicam a necessidade de apresentar a
definicdo de limite relacionando nocdes intuitiva de limite com a simbologia algébrica de sua
definicdo formal e além de explorar diferentes representacdes (numéricas, simbolicas e
graficas) ao estudar esse conceito.

Contudo, como podemos organizar atividades de ensino utilizando a sala de aula
invertida? Para responder a essa questdo, trouxemos o modelo de design proposto em Talbert
(2019). Esse modelo possui uma estrutura composta por sete passos que possibilitam a
organizacdo de dois espacos de aprendizagem que emergem no ambito da aprendizagem
invertida: o individual e o grupal.

Utilizando esse modelo desenvolvemos um conjunto de atividades para a introducéo
do conceito de limite. Mais ainda, apresentamos como poderia ser conduzida uma atividade
para a introducdo do conceito de limite em duas aulas de aproximadamente 50 minutos.

Entendemos que a discussdo tedrica sobre a producdo das atividades utilizando

elementos da SAI se faz necessaria. Além disso, anunciamos que esta prevista a aplicacdo
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desse material com um grupo de alunos de uma Instituicdo Publica de Ensino Superior. E, a
partir dai, poderemos responder quais foram os avancos dos estudantes que utilizaram as
atividades apresentadas neste manuscrito.

Vislumbramos possibilidades de futuras pesquisas, pois entendemos que o modelo
proposto em Talbert (2019) pode ser utilizado em outros topicos de Matematica de Nivel
Superior. Dessa feita, poderiam ser selecionados outros constructos teéricos distintos daqueles
utilizados neste trabalho.

Por fim pretendemos, com o conjunto de atividades apresentado, ampliar o campo das
discussdes sobre o desenvolvimento de outras atividades, referenciadas em resultados de
pesquisa e constructos tedricos da Educacdo Matematica. Entendemos que a elaboragdo de
material para o ensino € um campo de pesquisa fértil e necessario para que Se possa

implementar resultados de pesquisas da Educacdo Matematica nas salas de aula.
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