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Resumo: Afirmar que menos com menos é mais nao é uma acao trivial, tampouco uma verdade que
se sustenta em todas as situacGes. O artigo, ora apresentado, busca compreender as dificuldades e
resisténcias de adolescentes, jovens e adultos escolarizados na compreensao dos conceitos relativos a
multiplicacdo e & divisdo de numeros inteiros. Foram feitas entrevistas clinicas com 32 estudantes ja
escolarizados na multiplicacéo e divisdo de nimeros inteiros. Os participantes responderam a 17 itens
distribuidos em trés questdes elaboradas e analisadas a partir da teoria dos campos conceituais. Os
resultados trouxeram a tona que, tanto os estudantes da EJA, quanto os do 8° ano do Ensino
Fundamental ainda apresentam dificuldades na resolucéo de situacdes que envolvem a multiplicacéo e
a divisdo de numeros inteiros relativos.

Palavras-chave: Nameros Inteiros. Multiplicacdo e Divisdo. Educagdo de Jovens e Adultos. Campos
Conceituais.

LESS WITH LESS IS LESSER OR MORE? SOLVING
MULTIPLICATION AND DIVISION PROBLEMS OF WHOLE
NUMBERS IN THE CLASSROOM

Abstract: The statement that less with less is more is not a trivial action, nor a truth that is supported
in all situations. The article presented here seeks to understand the difficulties and resistance of
educated adolescents, young and adults to understand the concepts of multiplication and division of
whole numbers. The research was conducted through clinical interviews applied to 32 students already
attending school in the multiplication and division of whole numbers. Participants responded to 17
items divided into three questions prepared and analyzed according to the theory of conceptual fields.
Results brought to light that both students of YAE and the 8th grade still have difficulties in resolving
situations involving multiplication and division of integers.
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Professor, menos com menos e nenos ou e mais::

As ultimas trés decadas - de 1980 a 2010 - tém sido marcadas por intensas discussoes,

pesquisas e praticas inovadoras no ensino da Matematica. Em contrapartida, a aprendizagem a
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partir do processo de conceitualizagdo ainda tem sido substituida por um ensino sublinhado
pelo uso de regras, férmulas e truques. Esses métodos de ensino, muitas vezes, deixam de
lado a compreensdo dos conceitos em detrimento do emprego de técnicas e algoritmos. Nesse
caso, 0 que ocorre é uma excessiva “preocupagdo com as respostas a serem obtidas, com os
modos de procedimentos ja estabelecidos” (MEDEIROS, 2005, p.14).

A questdo € que essa forma de agir pode inibir o pensamento, a reflexdo e a conduta
dos estudantes nessa matéria. Por outro lado, o fato é que ja evoluimos muito no ensino e na
aprendizagem de Matematica, principalmente gracas aos movimentos e as pesquisas que a
Sociedade Brasileira de Educacdo Matematica (SBEM), juntamente com as universidades,
tem realizado nos ultimos 30 anos.

Um ensino de Matematica mais tradicional alimenta, cotidianamente, questionamentos
como: professor, menos com menos é menos ou ¢ mais? N&o deveria ser estranho, na sala de
aula, emergirem questes dessa natureza, porque uma pratica de ensino que desconsidera a
reflexdo, a analise e a compreensao, dando lugar apenas a repeticao dificilmente vai deixar de
favorecer o surgimento dessas e de outras indagacdes.

O texto aqui apresentado busca respostas e significados para os modos de agir de
estudantes do 8° ano e da 42 fase da educacao de jovens e adultos (EJA), ciclos equivalentes
do Ensino Fundamental, quando resolvem atividades relativas a multiplicacédo e a divisdo de
nameros inteiros. Para tal, foram propostas trés questdes ou problemas, elaborados e
analisados com base na teoria dos campos conceituais. Nesta anélise, estamos compreendendo
como problema toda tarefa apresentada aos estudantes, embora certos da restricdo desse
entendimento.

Alguns estudos (GLAESER, 1985; BORBA, 1993; NASCIMENTO, 2002) ja
identificaram e descreveram resisténcias a aprendizagem desses conceitos, de maneira
particular, nas acOes de estudantes escolarizados ou ndo na adicdo e subtragdo de numeros
inteiros relativos. Todavia, ainda sdo escassas pesquisas que abordem o0s processos de
aprendizagem envolvendo a multiplicagdo e a divisdo nesse campo numerico.

Diante disso, buscamos compreender quais sdo as principais dificuldades
evidenciadas por adultos e adolescentes escolarizados em relacdo a multiplicacdo e a divisao

de numeros inteiros e que aspectos especificos (modalidade de ensino, idade, atividade
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profissional) podem influenciar essa compreensao.

A aceitacdo de medidas positivas e negativas como numeros inteiros

Estima-se que a origem dos nimeros negativos tenha acontecido ha mais de dois mil
anos na China. Mas o seu entendimento, tal como o concebemos hoje, ¢ bem recente. “A
pratica clandestina do célculo dos ndmeros relativos antecedeu em 1.600 anos sua
compreensdo” (GLAESER, 1985, p.74).

Por volta de 250 d. C., Diofanto de Alexandria trouxe importantes contribuigdes para a
algebra e a teoria dos numeros. A ele atribui-se 0 primeiro tratamento com as regras de sinais
(BOYER, 1996; GARBI, 2009). Essa abordagem vem a tona quando trata da teoria algébrica
dos numeros em um dos seus trabalhos mais relevantes: Aritmética.

Nessa obra, ele se ocupou quase que totalmente da resolucéo de equagdes do primeiro
e do segundo graus, inclusive, empregando artificios engenhosos para desviar solucdes
estranhas ao conjunto dos numeros racionais positivos (EVES, 2004). A partir de um
diagrama geométrico, considera, no desenvolvimento do produto (a — b).(c — d), que a
multiplicacdo de dois nimeros negativos resulta em um namero positivo. Para uma regido de
superficie conhecida, o desenvolvimento algébrico da expressao (a — b).(c — d) exige que o
produto (- b).(- d) seja considerado como positivo. Em outras palavras, Diofanto tratou o
produto de duas medidas negativas como uma medida positiva. “O que estad em falta
multiplicado pelo que esta em falta d& o que é positivo; enquanto que o que esta em falta
multiplicado pelo que é positivo, d& o que esta em falta.” (DIOFANTO apud GLAESER,
1985, p.47, grifo do autor).

A compreensdo de Diofanto foi um primeiro passo na aceitagdo e compreensao dos
nlmeros negativos. 1sso, entretanto, ndo significa que ele ja tivesse percebido a existéncia
desses numeros, haja vista a falta de método e empenho para desvia-los do seu caminho.

Outros matematicos, tais como os italianos Scipione del Ferro (1465 — 1526), Nicolo
Fontana (1500 — 1557) e Girolamo Cardano (1501 — 1576), algebristas de grande destaque no
século XVI e que apresentaram muitas contribuicdes ao processo de resolugédo das equacoes

algébricas do terceiro e quarto graus, também rejeitaram as raizes negativas, evitando a

90
RPEM, Campo Mourdo, Pr, v.7, n.14, p.88-109, jul-dez. 2018.



revista

PARANAENSE
DE EDUCACAO
MATEMATICA

modelizacdo de situagdes que apresentassem tais raizes (GLAESER, 1985).

A consideravel lista de matematicos que rejeitaram o uso de numeros negativos no
tratamento algébrico fez Glaeser (1985) denominar esse fendmeno de sintoma de evitacao.
Stevin, matematico que também viveu no século XVI, admitia que numeros negativos
pudessem representar as raizes e os coeficientes de equagdes, mas ainda se manteve preso a
cardinalidade do namero, isto €, o nimero para ele era a representacdo da quantidade de
elementos de determinado objeto ou coisa. Essa concepcdo de que um nimero sempre deveria
estar associado a algo real, a uma quantidade (cardinalidade), é apontada como o principal
obstéaculo ao desenvolvimento dos nimeros relativos (GLAESER, 1985).

Glaeser (1985), analisando o desenvolvimento histérico do entendimento dos nimeros
inteiros pelos matematicos, identifica os seguintes obstaculos epistemoldgicos a compreensao
desses nimeros:

1. Inaptiddo para manipular quantidades isoladas;

2. Dificuldade em dar um sentido as quantidades negativas isoladas;

3. Dificuldade em unificar a reta numérica;

4. Ambiguidade do zero absoluto e do zero como origem;

5. Oposicdo relativa a concretude que decorre espontaneamente nos numeros
naturais;

6. Necessidade de um modelo unificador do campo aditivo para o multiplicativo.

O obstaculo inaptiddo para manipular quantidades isoladas refere-se a rejeicao de
matematicos, como Diofanto, a medidas negativas; nessa condi¢do, 0 nimero ndo positivo (ou
ndo numero) era tratado como o que esta em falta.

A dificuldade em dar um sentido as quantidades negativas isoladas é reconhecida em
matematicos como Stevin, que recorre a artificios para que os “numeros negativos” sejam
utilizados apenas como elementos intermedidrios, sem que tais representacfes sejam
reconhecidas como numero, mas apenas empregadas isoladamente para atender as
necessidades da prépria Matematica.

A principal identificacdo do obstaculo dificuldade em unificar a reta numérica é
percebida na justaposicdo da reta numérica como duas semirretas opostas, condi¢do que

desconsidera o nimero com caracteristicas dinamicas.
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A ambiguidade do zero absoluto e do zero como origem (ambiguidade dos dois zeros)
estd presente nos trabalhos de muitos matematicos (ver Quadro 1), que, durante séculos,
interpretaram o zero apenas como valor absoluto, abaixo do qual nada mais poderia existir.

O obstaculo oposicao relativa a concretude que decorre espontaneamente nos
nimeros naturais foi caracterizado como a longa dificuldade dos matematicos de se
distanciarem do sentido concreto e substancial dos nimeros, para 0s quais a Matematica s
existiria a partir do mundo real, sem abstraces.

A necessidade de um modelo unificador do campo aditivo para o multiplicativo
caracteriza-se pela necessidade de trazer a tona um modelo aditivo eficiente também no
campo multiplicativo, capaz de atender as propriedades destas duas operacdes.

Além de apresentar e descrever os obstaculos epistemoldgicos a compreensdo dos
nameros inteiros, Glaeser (1985) assinala qual(ais) dele(s) foi(foram) observado(s) entre

alguns célebres matematicos.

Quadro 1: Obstaculos de matematicos a compreensdo dos ndmeros inteiros (GLAESER, 1985).

“LOBSTACULOS

:
0 1 (2|3 4|56
f AUTORES
~325-409d.C. | Diofantes [ %
1548 - 1620 | Simon Stevin + - - - - -
1596 - 1650 | René Descartes + 9 P 4 ‘
1698 - 1746 | Colin Maclaurin B |1 | 2 = | |k
1707 - 1783 ' Leonard Euler o | B T | = | »
1717-1783 | Jean D’Alembert v Z E S 3 -
1753 - 1823 . Lazare Carnot + - - - - - |
1749 - 1827 ‘ Pierre de Laplace 4 + + 4 = »
1789 - 1857 . Augustin Cauchy + + 2 | | % | ?
1839 - 1873 Herman Hankel + + + | + | + | +

Legenda:| +| obstaculo ultrapassado; |- | pesquisado, mas nio ultrapassado; 7| nio
hia como informar pelos textos pesquisados; | o autor/matemitico nio tentou
ultrapassar o obstiaculo.

Fonte: Os autores.
Atribuir sentido aos numeros e a ideia de que de uma quantidade menor ndo se pode
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tirar uma quantidade maior, dentre outras, como apontou Glaeser (1985), mostra que o0s
nUmeros naturais se apresentam como um obstaculo a aprendizagem dos nameros inteiros. A
aceitacdo dos numeros inteiros relativos foi lenta e bastante polémica. Ainda hoje, podemos
perceber nuangas nesse campo numerico, se ndo na sua aceitacdo, mas na justificativa para as

regras de sinais.

Alguns livros de Matematica dizem que a regra de sinais € uma convencao,
ndo um teorema. Isso precisa ser recebido com cuidado e bem entendido:
trata-se de uma convencdo que somos obrigados a estabelecer se
quisermos que a propriedade distributiva do produto em relacdo a soma
valha também para numeros negativos e essa é a esséncia da prova de
Diofanto (GARBI, 2009, p.125, grifo do autor).

O entendimento dos matematicos sobre os nimeros negativos, considerados como
nameros ficticios, aponta a dificuldade de compreensdo desses numeros, principalmente pela
resisténcia que aqueles matematicos teriam em lhes atribuir um sentido, talvez por ja
conviverem com 0s nUMeros racionais e irracionais, que possuem aplicacdes mais imediatas e

ja conhecidas.

Dificuldades na aprendizagem dos nameros inteiros relativos

Na sala de aula, as dificuldades dos estudantes para a compreensdo desses nimeros
ndo se distanciam daquelas enfrentadas pelos matematicos ao longo de sua construgdo. A
necessidade de atribuir sentido aos nimeros e a ideia que de uma quantidade menor nao se
pode tirar uma quantidade maior, revela que os nimeros naturais ainda se apresentam como

um obstaculo a aprendizagem dos nimeros inteiros.

Pelo menos uma das dificuldades que os alunos encontram no aprendizado
do conceito de nimero negativo guarda um paralelo muito forte com uma
dificuldade encontrada pelos mateméticos no desenvolvimento histérico do
conceito. Trata-se da dificuldade de entender o negativo no quadro de uma
concepcao substancial de nimero. Por essa concepcdo, que predominou até
certo periodo do século XIX, o nimero era entendido como “coisa”, como
grandeza, como objeto dotado de substancia (ASSIS NETO, 1995, p.3, grifo
do autor).

No curriculo escolar brasileiro, geralmente, o ensino dos numeros inteiros ocorre a

93
RPEM, Campo Mourdo, Pr, v.7, n.14, p.88-109, jul-dez. 2018.



revista

PARANAENSE
DE EDUCACAO
MATEMATICA

partir do 7° ano ou da 3?2 fase da EJA, ciclos correspondentes do Ensino Fundamental. Desde
entdo, os estudantes tém contato com a chamada regra de sinais e sdo estimulados a aplica-la
na resolucdo de operagfes com numeros inteiros. Contudo, essa tem sido uma tarefa na qual

0s estudantes tém apresentado muitas dificuldades.

A introducdo desse novo campo numérico e das regras para operaces com
nameros positivos e negativos frequentemente resultam em dificuldades para
0s alunos, ja que os nimeros naturais até entdo eram os Unicos utilizados em
sala de aula (BORBA, 1998, p.121).

Outro problema que surge na aprendizagem dos nameros relativos é explicar que o
sinal de menos ndo serve apenas para subtrair duas quantidades, mas que também é utilizado
para indicar sinal de nimero. Nessa condi¢do, inevitavelmente, o sinal de menos precisa ser
aceito pelo estudante com outros significados (sinal de nimero, inversdo, relacéo).

O entendimento dos numeros inteiros s6 se dd quando o estudante percebe a
necessidade de ampliacdo do conjunto dos numeros naturais (TEIXEIRA, 1993), o que é
valido apenas em algumas situacdes, como por exemplo, ordenar, contar e codificar objetos.
Mas é insuficiente para garantir a ideia de elemento oposto ou a de fechamento da operacédo
subtracao.

Para Teixeira (1993), 0s nimeros positivos e negativos ndo sdo caracterizados como
nameros inteiros pelo seu valor absoluto, mas sim pela posi¢do que ocupam em relacdo ao
ponto de origem; por isso, esses numeros sdo tratados como relativos, ou seja, amplia-se a
ideia construida no conjunto dos nimeros naturais de que um nimero sempre representa uma
quantidade.

Do mesmo modo que os problemas envolvendo nimeros naturais guardam diferentes
significados, os problemas que envolvem numeros inteiros também apresentam variados
tipos, dentre eles: medida, relacdo e transformacdo. Por exemplo, se alguém possui R$ 5,00
na sua conta bancéria e retira R$ 7,00, o seu saldo passa a ser uma divida de R$ 2,00. Assim,
0 5 é uma medida positiva, o 2 final uma medida negativa e o 7 representa uma transformagéo
negativa (se fosse o caso de um depdsito de R$ 7,00, teriamos uma transformacédo positiva).
Ainda, o 7 pode ser entendido como uma relacéo, pois, independente do que a pessoa possuia,

ela tinha 7 a menos do que antes, o0 que caracteriza uma relagéo negativa (BORBA, 2009).
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Estudantes que ainda ndo receberam instrucdo formal nesse campo numeérico
demonstram compreender o significado de inteiro enquanto medida, mas a compreensao de
inteiro enquanto relacdo requer um tempo maior. Para Borba (2009), mesmo antes da
instrugdo formal no conjunto dos inteiros, os estudantes ja possuem conhecimentos
importantes sobre esse campo numeérico, principalmente, quando a situacdo diz respeito a
inteiro como medida, e ndo se faz necessario explicitar os nimeros e as operacdes realizadas
com 0s mesmos e 0s problemas em questao sdo diretos.

Os numeros negativos ndo podem ser entendidos da mesma forma que 0s nimeros
naturais foram concebidos e utilizados historicamente pelas diversas civilizagdes, ja que estes
numeros eram utilizados para indicar a quantidade de objetos, animais ou pessoas. No caso
dos inteiros, a esséncia da sua compreensdo requer o entendimento do funcionamento das
regularidades dos conjuntos numéricos.

A facilidade na compreensdo de situacdes que associam numero ao seu significado
pode estar relacionada ao desenvolvimento histérico da representacdo do ndmero que,
segundo Boyer (1996), deu-se em diferentes civilizacbes - maia, egipcia, hindu, romana,
babildnica, chinesa, dentre outras - por meio da percepcdo de caracteristicas entre as
quantidades de objetos ou animais e as representacfes que faziam para representar essas

quantidades.

A teoria dos campos conceituais

Neste estudo, utilizou-se a teoria dos campos conceituais (TCC) como referéncia a
compreensdo da construgdo do conhecimento e também a andlise do problema ora proposto.
Por isso, a seguir, apresentam-se 0s principais conceitos utilizados por essa teoria para
explicar o processo de aquisicdo do conhecimento tecnologico e cientifico pelos individuos.

A teoria dos campos conceituais foi proposta por Gérard Vergnaud. A questéo central
dessa teoria € apresentar elementos que possibilitam o estudo do desenvolvimento e da
aprendizagem das competéncias complexas mobilizadas pelo sujeito diante de uma dada
situacdo (VERGNAUD, 1996).

O objetivo da teoria é compreender como se da a aprendizagem de um conceito. Para
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Vergnaud (1996), um conceito ndo pode ser reduzido a sua defini¢do, principalmente se nos
interessamos por sua aprendizagem e seu ensino. A TCC é uma teoria do campo da
Psicologia, 0 que ndo a impede de ser utilizada no quadro da didatica, apesar de nédo ser, ela

mesma, uma perspectiva de ensino.

Estamos, assim, diante de uma teoria psicologica, multidimensional e
desenvolvimentista do conhecimento. Na realidade, esta € uma teoria
cognitiva do sujeito em situacdo. Enguanto tal corresponde a uma
abordagem psicoldgica do conhecimento que considera, ao mesmo tempo, 0
processo de desenvolvimento e de aprendizagem do individuo. Neste
sentido, a atividade educativa € parte integrante do seu campo de estudo e,
em particular, a atividade didatica (MAIA, 2000, p.2).

Na busca por responder a questdo como se desenvolvem as competéncias? Vergnaud
avanca em relacdo a Piaget, quando considera que o processo de conceitualizacdo do real
envolve aspectos intrassubjetivos e extrassubjetivos e notadamente reconhece a importancia
da mediagdo na construcdo dos conceitos, como propunha Vygotsky; por isso, destaca que a
escolha das situacdes exerce papel fundamental na aprendizagem.

Essa teoria trata da conceitualizacdo do real, o que, segundo o autor, assume
importante papel na construgdo do conhecimento cientifico. Ao se preocupar com a
necessidade de relacionar o conceito a uma dada situagdo, Vergnaud (1996) retoma Piaget no
que se refere a funcdo simbolica e propde que um conceito é formado por trés dimensées: um
conjunto de situacBes (S), que ddo sentido ao conceito (a referéncia); um conjunto de
invariantes operatdrios, onde se assenta a operacionalidade dos esquemas (o significado) e o
conjunto de representacdes simbdlicas utilizadas, tanto na apresentacdo quanto na resolucéao
do problema (o significante).

Nessa proposta, a construcdo do saber ocorre a partir de situagdes e problemas ja
conhecidos pelos estudantes. Por outro lado, os conceitos tém um dominio de validade
delimitado em fungdo da experiéncia e do desenvolvimento cognitivo de quem aprende.
Diante de um determinado problema, o estudante mobiliza os conhecimentos de que ja dispde
para resolver a situacdo. A capacidade operatoria do individuo, ao trazer & tona o que ja
conhece frente a situacdo, é denominada de competéncia (VERGNAUD, 1996).

As competéncias podem ser compreendidas como sendo uma combinacdo de

esquemas, que é a forma como o estudante organiza seus invariantes de acdo diante de uma
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classe de situagdes. Por isso, 0 autor defende que, analisando-se as condutas que os estudantes
empregam na solucdo de tarefas (os problemas), € que se pode verificar sua competéncia em
determinado campo do conhecimento.

“Chamemos <<esquema>> a oOrganizacdo invariante da conduta para uma dada
classe de situacdes. E nos esquemas que se tem de procurar os conhecimentos-em-acto do
sujeito” (VERGNAUD, 1996, p.157, grifo do autor). As formas operacionais de organizagio
dos conhecimentos implicitos ou explicitos em esquemas, Vergnaud (1996) chama de
invariantes operatorios. Segundo o autor, ha dois tipos de invariantes operatorios: o conceito
em acdo e o teorema em acgdo. Na atividade, o teorema em agdo e 0 conceito em acdo sdo
indissociaveis, no entanto, 0 primeiro representa uma proposi¢do que pode ser verdadeira ou
ndo sobre o real, a medida que o conceito em acdo pode ser indicado como uma categoria de
pensamento pertinente a resolucdo de cada etapa da tarefa proposta e que dispensa
julgamentos.

Vergnaud (1996) ndo concebe o ensino e a aprendizagem de um conceito de modo
isolado, fragmentado: para ele uma situacdo, por mais simples que possa parecer, sempre
envolve diversos conceitos, do mesmo modo que um conceito nunca € tratado por um sé tipo
de situagfo; um conceito sempre engloba diversas situacdes. E essa compreensio que o leva
ao entendimento de campo conceitual como um conjunto de relagbes entre conceitos,
situacdes, formas de representacdo e respostas dos sujeitos diante de uma classe de
problemas.

Como pontuado, a questdo tratada neste estudo refere-se a multiplicagdo e a divisdo de
nameros inteiros, por isso, situaremos alguns pontos do campo conceitual das estruturas
multiplicativas, o qual é constituido por todas as situacfes que podem ser analisadas ou
resolvidas como proporcbes simples e mdltiplas, onde se aplicam as operagdes de
multiplicacdo, de divisdo ou a combinacdo destas. Essas situagdes podem envolver conceitos
como os de funcdes lineares e ndo lineares, nimeros racionais, proporgoes, espagos vetoriais,
andlise dimensional, multiplicacéo e divis&o.

Nunes e Bryant (1997) defendem que a crianca, ao estudar o campo multiplicativo,
deve entender novos conceitos e mobilizar outros invariantes, como 0s que envolvem a

multiplicacdo e a divisdo, ampliando, portanto, os conceitos de adi¢éo e subtracdo. A ideia de
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multiplicar e dividir ndo se reduz as agdes de unir e separar, 0 que ndo impede que o célculo
da multiplicacdo possa ser feito como uma adi¢do de parcelas repetidas, desde que essa ndo
seja a Unica estratégia empregada.

A operacdo, seja ela de multiplicag&o, de divisdo, ou uma combinagdo das duas, ndo é
0 que determina o grau de dificuldade para resolver uma ou outra situacdo, mas sim a sua
estrutura, que pode variar em aspectos como: significado, natureza dos numeros envolvidos
ou a posi¢do do elemento desconhecido.

O acesso a parte implicita do conhecimento mobilizado pelos estudantes diante de uma
situacio € o que justifica a escolha dessa teoria. E nossa intencdo conhecer os esquemas
mobilizados pelos participantes diante de situacdes que tratam da multiplicacédo e da divisao

de nimeros inteiros.

Método

Nesta pesquisa, a coleta dos dados foi realizada por meio de entrevistas clinicas, com o
objetivo de “estudar os motivos, os sentimentos ¢ a conduta das pessoas” (MARCONI,;
LAKATOS, 2010, p.180). As questdes propostas foram elaboradas a luz da teoria dos
campos conceituais, buscando diversificar a natureza das situacdes e as formas de
representacdo das mesmas.

A pesquisa contou com a participacdo de 32 estudantes, sendo metade da 42 fase da
Educacdo de Jovens e Adultos e a outra metade do 8° ano, que pertencem ao mesmo ciclo do
Ensino Fundamental. A escolha dos participantes foi feita apds apresentacdo da proposta em
sala de aula, quando foram identificados os interessados em participar do estudo. Os
estudantes foram distribuidos em quatro grupos, quais sejam: adultos na 42 fase da EJA;
adolescentes na 42 fase da EJA; adolescentes no 8° ano do Ensino Fundamental e adultos no
8° ano do Ensino Fundamental.

Essa organizagdo dos participantes foi feita em fungéo do interesse em controlar as
variaveis: modalidade de ensino, faixa etaria e atividade profissional. As questdes foram
apresentadas aos estudantes individualmente, por meio de entrevistas clinicas, usando

elementos do método clinico-piagetiano. Em seguida, foi solicitado que justificassem as
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respostas dadas a cada uma das questdes.

Quadro 2: Questdes propostas aos estudantes.

01, Resolva as multiplicagdes:
a)-htil
by 5. (-4)

¢) (- 36)0-12)

d){-13).13
)+ A8 (+ 8)
) (-18){=3)

gl (= 11)=4)

02, Resolva as divisdes:
ny 62

LI (=391 (+ 1T

c) 195: (- 13)

d) (- 4300 1-9)

e) [« 480): (+ &)

(= 36): (= 12)

03, Joio ¢ aluno da 3" fuse du EJA ¢ 0 seu neto Talyson estudn o 7° ano. Eles estio brincando de adivinhar numeros

inteiros, O esquema abaixe mostra os nimeros pensados (N) no decorrer da brincadelra.

—

\ | o, e SR -
al N X 8 ) *39 >—. x{12) 4 )
COO—7 o) o> —C(

> —

/’.—:' . BT o
by (40— N ——( .m0 ) S TR ot
N B D e )

Descubra. em cada caso. quats Toram esses minperos, substitunxto o letrn N por esses minzeros.
H

Fonte: Os autores.

Na analise das respostas, foram selecionados apenas 0s protocolos mais
representativos dos esquemas mobilizados pelos estudantes, que foram tratados em toda a
analise exposta adiante. Um estudo mais detalhado dos esquemas mobilizados por todos os
participantes pode ser encontrado em Landim (2012). Neste texto, elegemos como mais
representativos os protocolos que trazem a tona os principais esquemas empregados pela

maioria dos participantes, os quais receberam nomes ficticios.
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Resultados

Na analise dos dados, partimos da frequéncia de acertos nos itens propostos.
Posteriormente, fez-se uma anélise qualitativa das respostas apresentadas pelos participantes,
identificando as estratégias utilizadas e a relagcdo entre essas estratégias e os obstaculos
epistemoldgicos descritos por Glaeser (1985). Mais uma vez, o critério utilizado para
selecionar as respostas baseou-se no tipo de esquema e invariantes mobilizados pelos
estudantes, independente da resposta final estar ou ndo correta.

Cumpre observar que, para a compreensdo das respostas dos estudantes, foi feita uma
analise qualitativa que se valeu, em alguns momentos, de dados de natureza quantitativa com
a indicacdo da frequéncia e do percentual de acertos em cada um dos itens, inclusive,
sublinhando o grupo ao qual o estudante pertence. Em seguida, analisamos os tipos de
respostas apresentadas a partir dos casos escolhidos como representativos dos esquemas mais

empregados pelos estudantes.

Frequéncia de acertos

O Quadro 3 apresenta a frequéncia de acertos dos participantes nas situacoes

propostas.
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Quadro 3: Frequéncia de Acertos por Questdo e Grupo

= .
3z 52
NATUREZA DOS GRUPOS R 4|8
| g E g ] E =9 i
= =
=
: 2 :
QTDE. DE PARTICIPANTES E
5| 8|8 | 8§ ([32) =
QUESTAOQ
3411
DEE)
1. Resolvaas C_:l & 3?'{_ 12
multiplicagtas dyf- 15).13
2 C4ED)
DE10E3)
HE1ES
&) 3412
BI{=301):{=1T)
- Q=125 (- 13)
2. Resolva as divizoas
dyf- 4500 :0-9
= 480): (= 6) EN
538 (-1 5 [ 4 [ 5] 4]18]56%|

3. Jodp 2 dlune da 3* faza a e —
R D Tl —D
Talyznn, astuda no T ano. — —
Elas a=tan brincando da m(_'w\_.lil_ﬁ" B0 Y
adivinhsr nirmaroe — M

MOEts 0F Dimenns €) .”'f w3 u (= 13) —.< 7] )
panzaios (M) no dacomrer R —
da brincadsira.

Descybra, em cads cazo, —— ] —
quaiz forem ezzaz d}( H -\/)—v - 13 —<f1$‘>
pimencs, substitindoa —— - -

= ﬁmmism.&:ﬁ%} 4 ou 5 acerfos (= 50%% e < T504)
Fonte: Os autores.

i Menos de 4 acertos (< 50%4)

4

Ao observar o Quadro 3, percebemos que as questdes que tratam da operacdo divisao,
por exemplo, tiveram uma frequéncia de acertos menor em relacdo as questdes de
multiplicacdo. Na Questdo 3, que exigia a interpretacdo de uma situagdo menos convencional,
os estudantes apresentaram desempenho inferior em relacéo as Questdes 1 e 2, onde poderiam
empregar algoritmos da multiplicacdo ou da divisdo. Ademais, a auséncia de um dos fatores,
no caso da multiplicacdo, e do divisor ou dividendo, na diviséo, parece ter se apresentado
como embaracos ao desempenho dos estudantes.

Nositensaege b e fdaQuestdo 1, e, aefebeedaQuestdo 2, percebe-se que a
presenca ou ndo de parénteses, a existéncia ou auséncia do sinal de numero e a grandeza dos

numeros, parecem ter contribuido para que o0s estudantes apresentassem desempenhos
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diferentes. Essa percepgdo ocorre de modo mais incisivo na se¢do seguinte, quando séo
analisados os esquemas elaborados pelos participantes na resolucdo das questbes e nas

justificativas que eles apresentam as suas acoes.

Anélise dos tipos de respostas

Nesta secdo, faz-se uma andlise dos tipos de respostas consideradas mais
representativas. A analise foi feita a partir da observacdo das resolucdes e justificativas dadas
pelos participantes. Ademais, interessou verificar 0s casos nos quais o estudante acertava um
item sem 0 uso de parénteses ou sem o sinal de namero, por exemplo, e errava o0 item

correspondente, com a presenca desses elementos.

Figura 1: Resolucéo de Clarice, 22 anos, 8° ano do Ensino Fundamental - Questéo 1, itensa e g.

a)4.11 g) (+11).(+4)
U 1A
4N y 4

“315

Fonte: Os autores.

A compreensdo de Clarice nessas duas situagcdes parece indicar que, como proposto
por Glaeser (1985), os diferentes significados dos sinais, muitas vezes, apresentam-se como
um obstaculo a aprendizagem dos ndmeros inteiros. No item g (Questdo 1), a presenca dos
parénteses parece ndo ter sido compreendida pela estudante, que resolve a situacdo utilizando

algoritmos da adi¢cdo de nimeros naturais.

Experimentador: Por que deu 15?

Clarice: 11 mais 4.

Experimentador: E esse pontinho o que significa?

Clarice: E pra usar a regra da multiplicagdo no jogo de sinal.

A estudante aparentava nao dispor de esquemas outros, como o calculo relacional de
sistemas de operagbes inversas com valores relativos, 0s que provavelmente lhe
proporcionariam solugdes corretas. Por outro lado, demonstrou ter cristalizado conceitos
anteriores e pareceu empregar 0 seguinte teorema em agdo: 0s sinais + e - tém apenas 0

significado de operac&o.
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Nos casos que exigiam do estudante o célculo do quociente entre dois nimeros
inteiros, também prevaleceu a ideia de que os sinais + e - tém apenas o significado de
operacdo, como pode ser observado no item a da Questdo 2, quando 81% dos participantes
obtiveram éxito, enquanto no item f da mesma tarefa, o percentual de acertos foi de apenas
56% (ver Quadro 3). Essa significativa reducdo no percentual de acertos, em itens com 0s
mesmos valores numéricos e na mesma operacdo, parece indicar, nos termos da teoria de
Vergnaud (1996), certo apego dos estudantes aos procedimentos empregados no campo dos
ndmeros naturais; resisténcia que doravante vamos denominar de esquema algoritmo.

Da mesma forma, quando apenas um dos fatores tem sinal de nimero, os estudantes
parecem mobilizar esquemas semelhantes aos das situa¢fes nas quais os dois fatores tém sinal
de ndmero; mais uma vez, indicando certa resisténcia a avancarem em relacdo ao esquema

algoritmo.

Figura 2: Resolucéo de Potira, 22 anos, 42 fase da EJA, Questdo 1, item c.

c) 185: (- 13) 10,C /13 e
a7 L — )

/

Fonte: Os autores.

Nos esquemas mobilizados pela estudante, ela agia como se ndo reconhecesse o sinal
de nimero, por isso, desenvolveu duas operacdes (divisdo e subtracdo). A estudante parecia
dispor apenas do esquema algoritmo, o que a impediu de avancar do conjunto dos nimeros
naturais ao conjunto dos numeros inteiros. O fato € que esse progresso exigiria outros

esquemas.

Experimentador: Vocé apresentou duas respostas, por qué?

Potira: E duas contas, uma de dividir e outra de menos.

Experimentador: Vocé pode explicar por que o resultado da divisdo deu 64?
Potira: 1 dividido por 1 da 0; 9 dividido por 3 da 6; 5 dividido por 3 é 4.
Experimentador: E por que a conta de menos?

Potira: Num tem menos aqui também.

Experimentador: E por que o 182 ficou negativo?

Potira: Porque mais com menos da menos.

Embora apresentasse dificuldades no algoritmo da diviséo, a estudante revelou que o
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seu entendimento, nesse tipo de situacdo, é marcado fortemente pela influéncia do sinal de
nimero como sinal de operacdo, 0 que aproxima a sua compreensdao dos obstaculos
epistemoldgicos apontadas por Glaeser (1985) e reforca o uso do esquema algoritmo.

Quando os dois fatores eram nimeros inteiros positivos acompanhados do sinal de +, a
frequéncia de acertos dos estudantes era maior do que os itens nos quais os fatores eram
nameros inteiros negativos (ver Quadro 3). Nesses casos, alguns dos estudantes acertaram o
valor absoluto do produto indicado, mas erraram na multiplicacdo dos sinais, principalmente
em fungdo do uso generalizado do teorema em agdo “sinais iguais repete o sinal”, 0 que ndo

se aplica na multiplicacdo e na divisao de nimeros inteiros.

Figura 3: Resolugéo de Roni, 27 anos, 42 fase da EJA, Questio 1, itensc e e.

c) (- 36).(- 12) g) (+48). (+ 8)

20 Rl 55{_//

Fonte: Os autores

Experimentador: E por que o sinal de menos?

Roni: E porque fica o sinal de dentro do paréntese.
Experimentador: Qual sinal, temos dois parénteses?
Roni: O do nimero maior.

A resposta dada pelo estudante — ao justificar o item c - parece revelar a aplicacdo do
teorema em agdo “utilizagdo do sinal do maior nimero”, teorema bastante utilizado também
por outros participantes. Como se nota, 0 argumento € o mesmo frequentemente utilizado na
sala de aula na adi¢do ou na subtracdo de dois nimeros inteiros. A compreensdo do campo de
validade de cada conceito tem se apresentado como uma dificuldade relevante dos estudantes,
que recorrem a estratégias proprias dos numeros naturais ou empregam no campo
multiplicativo com nimeros relativos o que era adequado apenas no campo aditivo.

O tipo de situacdo parece também ter sido um elemento determinante no desempenho
dos estudantes. Nas Questdes 1 e 2, o0s participantes apresentaram resultados mais
satisfatorios do que na Questdo 3, quando, na maioria dos itens, o valor desconhecido deixou
de ser o resultado da operacao e passou a ser um dos termos. Também, nesses itens, o sinal de

namero foi compreendido como sinal de operacéo.
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Figura 4: Resolucéo de Clarice, 22 anos, 8° ano do Ensino Fundamental, Questao 3, item d.

T

o N
o,

T — r::_@ 15 :/\

PARE
Fonte: Os autores

Nesse item, Clarice agiu de forma analoga ao esquema mobilizado por ela nos itens a

e g da Questdo 1. Ela pareceu estar presa ao teorema “0S sinais + e - tém apenas o significado
de operagdo”.

Experimentador: Por que o resultado deu 28?

Clarice: Porque é 13 mais 15.

Experimentador: Por que vocé entendeu que essa € uma conta de mais?

Clarice: Porque mais com menos da mais.

Experimentador: E o0 28 € positivo ou é negativo?

Clarice: E positivo.

Experimentador: Positivo, por qué?
Clarice: Porque é mais com menos ai da mais.

A semelhanca da resposta de Clarice, outros estudantes efetuaram a adi¢do entre os
modulos dos numeros inteiros — 13 e + 15, desenvolvendo em seguida a operacdo entre 0s
sinais (indicando que o valor de N é — 28). Esses estudantes reforcam o entendimento de que
eles pareciam dispor de um sé invariante para resolver as questBes propostas: esquema
algoritmo. E o caso de Vanessa que, embora tenha apresentado um resultado diferente
daquele indicado por Clarice, também revelou o seu apego as opera¢Ges no conjunto dos

ndmeros naturais e a sua resisténcia a compreensdo dos nimeros inteiros.

Figura 5: Resolucdo de Vanessa, 16 anos, 42 fase da EJA, Questdo 3, item d.

-9 . J=2 313

Fonte: Os autores.

A justificativa da estudante evoca o teorema em agdo “0S Sinais + e - tém apenas o
significado de operacdo”.
Experimentador: Por qué - 2?
Vanessa: Porque num tem que ser um namero que o resultado dé 15, ai eu
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fiz 15 - 13.

Experimentador: Por que 15 — 13?

Vanessa: Por que 0 15 é maior, num é 0 maior menos o menor?
Experimentador: E o sinal por que ficou negativo?

Vanessa: Porque menos com mais da menos.

A resolucdo e as justificativas apresentadas por Clarice e Vanessa sublinham a
importancia de o professor compreender os esquemas mobilizados pelos estudantes na
resolucdo de uma classe de problemas. O apego ao algoritmo das opera¢des envolvendo
nameros naturais parece aproximar as dificuldades dos estudantes daquelas identificadas
dentre os matematicos, pelo menos em dois dos obstaculos estudados por Glaeser (1985):
dificuldade em dar sentido as quantidades negativas isoladas e oposicdo relativa a
concretude que decorre espontaneamente nos nUmeros naturais.

Na sala de aula, essas indicagdes ensejam ao professor planejar estratégias capazes de
auxiliar a construcdo do conhecimento por parte dos estudantes. No caso da aprendizagem dos
nimeros inteiros, parece evidente que o sinal de ndmero, em diferentes formas de
representacdo da situacdo, € compreendido pelos participantes como sinal de operacdo. Tal
entendimento faz com que os estudantes permanecam apegados as operagdes multiplicacéo e
divisdo no conjunto dos nimeros naturais e utilizem o sinal de nimero apenas no que chamam
de “jogo de sinal”.

Essa compreensdo dos participantes, muitas vezes, é permeada por conceitos e
teoremas matematicos verdadeiros no campo dos nimeros naturais, 0 que possivelmente pode
ser uma dificuldade dos estudantes de, assim como 0s matematicos, perceberem o ndmero
negativo no quadro de uma concepcao substancial de numero (ASSIS NETO, 1995).

Ao observar as especificidades entre os participantes dos quatro grupos, ndo foram
identificadas diferencas importantes, o que parece revelar que, na multiplicacéo e divisdo de
nameros inteiros, as atividades profissionais e a modalidade de ensino ndo apresentaram
influéncias relevantes na compreensdo desses conceitos por parte dos estudantes. E possivel
que a apresentacdo de tarefas proprias do padrédo escolar tenha afastado comportamentos que
poderiam vir a tona em funcdo do perfil de cada grupo.

Ha indicativos do esfor¢o dos participantes para empregar em todas as tarefas regras

habituais da abordagem dos nameros inteiros na classe, isto €, 0s teoremas em acao que
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revelam parecem constituidos de conceitos proprios dos campos aditivo e multiplicativo dos
nameros inteiros e de procedimentos adotados no tratamento dos nameros relativos na escola.
A recorrente questdo dos estudantes sobre menos com menos ser menos ou ser mais,
demonstra, desde a linguagem empregada, os embaracos existentes na aprendizagem desses
conceitos e impGe que o ensino seja ordenado pela conceitualizacdo e ndo pelo uso de regras

com pouco valor a compreensao.

Considerac0es Finais

Esta pesquisa nasce do cotidiano da sala de aula, da observacdo de estudantes
adolescentes e adultos em situacdo. Para o professor, vivenciar situacdes que o fazem refletir
sobre as acOes e questdes levantadas cotidianamente pelos estudantes, como a questéo,
“professor, menos com menos é menos ou é mais?”’, € muito relevante a acdo docente.

Quando em situacdo, a acdo dos estudantes indica a existéncia de muitas dificuldades
na compreensdo do conceito dos nimeros inteiros relativos. Os participantes resolveram mais
facilmente as situacdes de calculo numérico, nas quais os termos da multiplicacdo ou da
divisdo ndo possuem sinal de nimero.

O distanciamento no indice de acertos dos estudantes, nas questdes sem sinal de
namero e nos célculos onde os termos possuem sinal, indica que a forma de representacdo das
operacOes multiplicacdo e divisdo de nimeros inteiros, no que se refere a presenca ou nao do
sinal de nimero, influenciou na compreensédo dos participantes.

Com relagdo ao desempenho dos estudantes de cada um dos quatro grupos, eram
esperadas condutas especificas ao perfil dos participantes, como por exemplo, o emprego de
estratégias vinculadas as praticas profissionais pelos estudantes da EJA. No entanto ndo foram
identificadas diferengas importantes no indice de desempenho de cada grupo (ver Quadro 3).
O fato é que o tratamento dado aos numeros inteiros na sala de aula parece fortemente
marcado por um emaranhado de regras e procedimentos que embaraca 0 processo de
conceitualizacdo e encoraja a repeticdo de padrbes estranhos a compreensdo dos estudantes.

Os resultados indicam que os estudantes ainda apresentam muitas resisténcias nas

resolucgdes das situagdes envolvendo a multiplicacdo e a divisdo de nimeros inteiros. Todavia,
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como a aquisicao das competéncias dentro de um campo conceitual € uma agdo processual e
que requer muitas rupturas e filiacdes (VERGANUD, 1996), compreende-se que é necessario
que os estudantes percebam a importancia de ampliacdo do conjunto dos nimeros naturais,
para que possam desenvolver outros esquemas, mais especificos do conjunto dos ndmeros
relativos. O principal esquema mobilizado pelos participantes - esquema algoritmo - aponta
que eles ainda néo dispdem de esquemas proprios dos numeros inteiros.

Esses resultados nos ensinam que ainda se faz necessario o desenvolvimento de outras
investigagcbes comprometidas com a conceitualizagéo e valorizando as habilidades das quais
o0s estudantes ja dispdem na multiplicacdo e na divisdo de numeros inteiros. Além do qué,
ainda sdo necessarios esforcos que encorajem uma abordagem menos procedimental desses
conceitos na classe, sobretudo com os estudantes da EJA, que devem ter as suas
caracteristicas capitalizadas no processo de aprendizagem. O ensino de Matemaética pautado
na preocupacdo com a memorizacgao e a repeticdo de regras sem sentido para os estudantes
mostrou-se dispendioso, abrindo caminho para o surgimento de teoremas em a¢do que ndo sao

validos no conjunto dos numeros inteiros.
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