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Resumo: O presente estudo foi realizado no contexto da formacdo inicial de professores de
Matematica em uma institui¢do publica de ensino superior localizada ao norte do Estado do Parané no
transcorrer de uma disciplina de Geometria Euclidiana. O objetivo foi identificar as contribui¢fes do
GeoGebra para a apreensdo dos objetos geométricos por futuros professores de Matematica a partir da
resolucdo de uma tarefa centrada na realizacdo de constru¢es geométricas. A abordagem do estudo
foi qualitativa e seguiu a perspectiva do paradigma interpretativo. A modalidade de pesquisa foi o
estudo de caso, em que o caso foi uma turma de oito estudantes da referida disciplina. Os dados
recolhidos foram analisados a luz da teoria dos registros de representacdo semiédtica e incluem as
producdes matematicas dos participantes. Os resultados do estudo mostram que o GeoGebra promove
a elaboragdo e estruturagdo de conjecturas, potencializa a percepcdo das propriedades dos objetos
estudados e permite celeridade no processo de investigagdo das relagdes existentes entre diferentes
objetos matematicos quando relacionado a um modo fenomenoldgico estatico de producdo de
representacdes figurais.
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MAKING GEOMETRIC CONSTRUCTIONS WITH THE GEOGEBRA:
THE CONTRIBUTION OF THE DYNAMIC GEOMETRY
ENVIRONMENT TO THE FUTURE MATHEMATICS TEACHER

Abstract: This study was carried out in the context of the initial formation of Mathematics teachers
during a discipline of Euclidean Geometry in a public institution of higher education located in the
north of Parana State. The objective was to identify the contributions of GeoGebra to the apprehension
of geometric objects by future Mathematics teachers from the resolution of a task centered in the
accomplishment of geometric constructions. The study approach was qualitative and followed the
perspective of the interpretive paradigm. The research modality was the case study, whose case
consisted of a group of eight students of this discipline. The collected data were analyzed in the light
of the registers of semiotic representation theory and the mathematical productions of the participants
were included. The results of the study show that GeoGebra promotes the elaboration and structuring
of conjectures, enhances the perception of the object properties studied and allows celerity to
investigate the existing relations between different mathematical objects, when related to a static
phenomenological mode of production of figure representations.
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Introducéo

Segundo Rodrigues e Bernardo (2011), a Geometria é uma 4&rea carente de
investigacdo nos mais diversos niveis de ensino, especialmente na formacgdo inicial de
professores de Matematica. De acordo com Battista (2007), os estudantes revelam
dificuldades de diversas ordens em Geometria e, por isso, se justifica a pertinéncia da
realizacdo de estudos que incidem sobre ela. Dessa forma, “0s resultados de estudos empiricos
podem, e devem, imperiosamente, ser acolhidos, no sentido de uma compreensdo mais
aprofundada da forma como se desenvolve 0 pensamento geométrico dos alunos”
(RODRIGUES; BERNARDO, 2011, p.339).

Gravina (1996; 2015) destaca que as principais dificuldades reveladas por futuros
professores de Matematica, no que tange a aprendizagem da Geometria, estdo vinculadas as
representacdes semioticas figurais estaticas. Além disso, as representagdes semidticas “sdo
producdes constituidas pelo emprego de signos pertencentes a um sistema de representacéo,
0s quais tém suas proprias limitagcdes de significado e de funcionamento” (DUVAL, 1993,
p.39).

Segundo Jones e Tzekaki (2016), os estudos que envolvem o conhecimento
geométrico de futuros professores de Matematica apontam para a necessidade de olhar o
desenvolvimento da apreensdo de objetos geométricos n-dimensionais, promovendo para isto
a utilizacdo da tecnologia computacional, em particular, os ambientes de Geometria
Dinémica.

Desta forma, este estudo se insere no contexto da formacao inicial de professores de
Matematica, o qual foi desenvolvido no transcorrer de uma disciplina de Geometria
Euclidiana, componente curricular de um curso de licenciatura em Matematica de uma
universidade localizada ao norte do Estado do Parana, a qual foi realizada por meio de tarefas
e com o auxilio do software GeoGebra. Assim, o objetivo deste estudo foi identificar as
contribuicbes do GeoGebra para a apreensdo dos objetos geométricos por futuros professores
de Matematica a partir da resolugdo de uma tarefa centrada na realizacdo de construcoes

geométricas.
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A teoria dos registros de representacéo semidtica

A fundamentacdo teorica para analise dos dados recolhidos neste estudo esta assentada
na teoria dos registros de representacdo semiética de Raymond Duval, que é uma teoria
cognitivista com estreita relagdo com a pratica matematica. Essa teoria ndo é uma teoria geral
e fechada, visto que é uma ferramenta para analisar: 0 modo de pensar e trabalhar em
Matematica, as atividades e problemas desenvolvidos para o ensino e as produgbes dos
estudantes independentemente dos conceitos matematicos utilizados nos diferentes campos da
Matematica (Geometria, Algebra, Anélise, Estatistica etc.) (DUVAL, 2014).

Destaca-se que a atividade matematica € um tipo de atividade que engloba a
universalidade cultural, tem carater especificamente intelectual e supde uma forma de pensar
que ndo € nada espontanea para a maior parte dos estudantes que nela se envolvem (DUVAL,
2004b). Essa atividade demanda modos de funcionamento cognitivos que necessitam da
mobilizacdo e coordenacdo de sistemas especificos de representacdo, isto é, de registros de
representacdo semidtica (DUVAL, 2004b).

3

Neste sentido, um registro de representacdo semiodtica € “um sistema semiotico
particular que ndo funciona nem como c6digo, nem como sistema formal. Ele se caracteriza
essencialmente, pelas operagdes cognitivas especificas que permite efetuar” (DUVAL, 2011,
p.70). Além disso, 0s registros de representacdo semidtica permitem gerar novos
conhecimentos, pois “sdo sistemas cognitivamente produtores, ou mesmo criadores, de
representacdes sempre novas” (DUVAL, 2011, p.72).

Salienta-se que um sistema semidtico para ser um registro de representacdo semiotica
deve permitir transformar uma representacdo semiotica em outra nova representacao, podendo
esta Ultima pertencer ou ndo ao registro que foi formada inicialmente (DUVAL, 2004a; 2006).

De acordo com Duval (2004b) a atividade matematica mobiliza simultanea ou
alternativamente diferentes registros de representacdo, alguns relacionados com o
funcionamento cognitivo comum (lingua natural) e outros (figural, simbdlico, gréafico etc.)
criados pelas necessidades proprias do desenvolvimento da atividade matematica. Este autor
destaca que cada registro tem um funcionamento diferente, ou seja, nem todos o0s registros

tém as mesmas regras, uma vez que existem registros mais exigentes do que outros.
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Os registros de representacdo semiotica “constituem os graus de liberdade que um
sujeito pode dispor para objetivar a si proprio uma ideia ainda confusa, um sentimento latente,
para explorar informagdes ou simplesmente para poder comunica-las a um interlocutor”
(DUVAL, 2009, p.37) e, ainda, “sdo as ferramentas que permitem analisar todas as producdes
matematicas, e em primeiro lugar aquelas construidas com objetivo de ensino ou
aprendizagem” (DUVAL, 2011, p.104).

Nessa perspectiva, o conhecimento matematico emerge das transformacdes de
representacdes semioticas, pois “essas transformacgdes sdo as operagdes semidticas e um
registro se caracteriza pelas operagdes semioticas que lhe sdo especificas” (DUVAL, 2011,
p.73).

Para Flores (2006), a representacdo € o meio pelo qual um objeto do conhecimento
(objeto matematico) se torna visivel e transparente ao individuo, de modo que permite a
ordenacdo desses objetos. Segundo Woleck (2001), as representacdes sdo ferramentas que
possibilitam articular, clarificar, justificar e comunicar raciocinios matematicos decorrentes
do estudo de seus objetos. De acordo com D’ Amore ¢ Godino (2006), os objetos matematicos
devem ser considerados como simbolos de unidades culturais, emergentes de um sistema de
usos ligados a atividade matematica que grupos de pessoas realizam e que evoluem com o
passar do tempo.

Enfim, as representacdes semioticas sdo utilizadas para comunicar a¢es, bem como

para desenvolver toda atividade matematica. Além disso,

A especificidade das representacdes semidticas consiste em serem relativas a
um sistema particular de signos, a linguagem, a escritura algébrica ou 0s
graficos cartesianos, e em poderem ser convertidas em representacdes
“equivalentes” em outro sistema semiotico, mas podendo tomar
significaces diferentes para o0 sujeito que as utiliza. A nocdo de
representacdo semiotica pressuple, entdo, a consideracdo de sistemas
semioticos diferentes e de uma operagdo cognitiva de conversdo das
representacdes de um sistema semidtico para outro. Essa operacdo tem sido
primeiramente descrita como uma “mudanga de forma” (DUVAL, 2009,
p.32, grifo do autor).

O ntimero “sete”, por exemplo, é representado normalmente pelo signo “7” no sistema
de numeracdo decimal. Entretanto, este signo ndo é o numero sete, ou seja, se refere

simplesmente a uma das diferentes maneiras de representd-lo, uma vez que outras
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representacdes semidticas podem ser mobilizadas e coordenadas para representar tal objeto

matematico, conforme exemplificado no Quadro 1.

Quadro 1: Diferentes representa¢des para o objeto numérico “sete”.

ooooooo | 140 | [[[[[]] | SEVEN | VI | s
Fonte: Elaborado pelos autores.

Para Duval (2004a), ha uma gama de representacdes semidticas possiveis de ser
mobilizadas em diferentes registros como, por exemplo, figuras geométricas, esquemas,
diagramas, graficos, expressdes simbolicas (numéricas e algébricas), expressdes linguisticas
(enunciados, frases e textos) entre outras.

Nesse sentido, a atividade matematica ndo pode ser limitada simplesmente a utilizacédo
de um unico registro, ou seja, “em matematica, ndo pensamos jamais em um Uunico registro,
mas em VArios a0 mesmo tempo, mesmo se as produgdes vao privilegiar um unico registro”
(DUVAL, 2011, p.116), pois a auséncia de coordenacdo de diferentes registros de
representacdo semidtica potencializa o déficit de apreensdo dos objetos matematicos
(DUVAL, 2004a).

De acordo com Duval (2004a; 2004b; 2011), os registros de representacdo semidtica
devem permitir que se cumpram trés atividades cognitivas intrinsecas a toda representacao, a
saber: formar, tratar e converter.

Para este autor, a primeira atividade cognitiva consiste em formar uma marca ou um
conjunto de marcas perceptiveis de modo que se tornem identificaveis como uma
representacdo de alguma coisa em um dado registro de representacdo semiotica.

A segunda atividade cognitiva se refere a tratar as representacées produzidas em um
registro de representacdo semiotica conforme as regras (operagdes) particulares e as
possibilidades de funcionamento do proprio registro de modo a se obter outras representagdes
internas a0 mesmo registro, com o intuito de potencializar o conhecimento matematico em
relacdo as representaces iniciais.

A terceira atividade cognitiva diz respeito a converter as representacdes produzidas
em um determinado registro de representacdo semiotica em um registro diferente do inicial,

de modo que as representacfes nesse Ultimo registro possam apontar outros significados
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relativos ao objeto matematico representado.

Em relacdo ao estudo da Geometria Euclidiana, Duval (2004a) enfatiza que a atividade
matematica desenvolvida nesse contexto se realiza por meio da sinergia entre o registro das
figuras geométricas e os registros discursivos que compreendem especialmente a lingua
natural, a linguagem matemética e o simbdlico. De acordo com este autor o registro das
figuras geométricas € mobilizado para designar as figuras e, também, para reproduzir formas,
marcas, contrastes e contornos percebidos. Ja os registros discursivos sdo mobilizados para
enunciar axiomas, definicdes, teoremas, hipGteses etc., bem como para empregar simbolos
para designar objetos e estabelecer expressdes linguisticas ou simbdlicas.

Duval (2004a) destaca ainda que no ensino e na aprendizagem da Geometria devemos
levar em consideracdo as diferentes apreensfes as quais uma figura geométrica da lugar.
Essas apreensdes podem ser: perceptiva, discursiva, operatéria ou sequencial (DUVAL,
2012a; 2012b).

A apreensdo perceptiva diz respeito ao reconhecimento visual das formas da figura
geométrica e ocorre de maneira imediata e automatica em ambientes bi ou tridimensionais
como, por exemplo, os objetos (0D, 1D, 2D ou 3D) da Geometria Euclidiana representados na
janela de visualizacdo do GeoGebra séo percebidos e reconhecidos em um ambiente 2D, ou
seja, na tela de um computador, enquanto que esses objetos representados por meio de
materiais manipulaveis, tais como barbantes, folhas de papel, caixas etc., sdo percebidos e
reconhecidos em um ambiente 3D (DUVAL, 2012a; 2012b).

A apreensao discursiva esta relacionada as hipdteses que a figura representa e ao fato
de que as propriedades matematicas representadas em uma figura ndo podem ser
determinadas por meio da apreensdo perceptiva, pois em qualquer representacdo geométrica,
0 reconhecimento perceptivo de propriedades geométricas deve ficar sob a gestdo de
afirmacdes verbais que envolvem, por exemplo, designar, denotar, denominar, definir,
descrever, bem como entrar com comandos (em lingua natural ou expressdes algébricas) no
campo de entrada do GeoGebra etc. (DUVAL, 2012a; 2012b).

A apreensdo operatoria se refere as modificacdes geometricas (fisica-instrumental ou
mental) possiveis de uma figura inicial e as reorganizacfes possiveis dessas modificacoes,

além de compreender diferentes possibilidades de modificar uma representacdo figural, entre
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elas: a mereoldgica, a Otica e a de posicdo. A possibilidade mereoldgica diz respeito a uma
divisdo de uma figura inicial em subfiguras, de modo que a combinacdo (reconfiguracéo)
dessas subfiguras permite a formacdo de outra representacdo figural, e se faz em funcéo da
relacdo parte todo. A possibilidade Otica esta relacionada a ampliar, reduzir ou deformar a
representacdo figural dada e, a possibilidade de posicdo se refere a mudanga de posicéo
(rotacdo ou translacdo) da representacdo figural ou a sua variacdo de orientacdo (DUVAL,
2004a; 2012a; 2012b).

A apreensd@o sequencial trata especificamente da construcdo de uma figura ou da sua
descricdo, cujo objetivo é reproduzir uma figura por meio de instrugdes fornecidas. Esta
apreensdo € solicitada sempre que se deseja formar uma representacdo figural ou descrever
como ocorreu sua formacdo (DUVAL, 2012a; 2012b).

Ambientes de Geometria Dindmica e o software GeoGebra

Nos ultimos anos, o desenvolvimento de materiais didaticos tem levado a evolucdo de
novas ferramentas educacionais com o intuito de promover significativo impacto sobre os
métodos de ensino e aprendizagem da Matematica em seus diferentes niveis de ensino
(BELLEMAIN, 2002; SEDLACEK, 2009; STAHL, 2013).

Nesse prisma, 0s ambientes de Geometria Dinamica podem ser utilizados
(principalmente por meio de softwares) para potencializar a compreensdo de conceitos,
propriedades e relacdes sobre objetos geométricos (BELLEMAIN, 2002; SEDLACEK, 2009;
STAHL, 2013; GRAVINA, 2015).

Segundo Sedlacek (2009) um ambiente de Geometria Dindmica pode ser caracterizado
pelo uso de software, o qual oferece ao usuario a possibilidade de formar e manipular
representacdes geometricas na tela de um computador.

Para Jones, Mackrell e Stevenson (2010), com um ambiente de Geometria Dinamica, o
usudario pode utilizar o0 mouse para compreender um elemento da figura construida na tela e
arrasta-lo. A medida que esse arrastar ocorre, a representacio na tela muda de modo que as
relacbes geométricas explicitas (ou implicitas) em sua constru¢do sejam mantidas. Tais

ambientes digitais sdo chamados de dindmicos por esse motivo.
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Dessa forma, os ambientes de Geometria Dinamica estdo sendo desenvolvidos e
aperfeicoados para possibilitar aos usuarios a construcao de figuras geométricas com rétulos
(legendas), bem como movimentar as representacbes construidas, de modo que as
propriedades e caracteristicas dos objetos geométricos envolvidos preservem suas formas, fato
este que caracteriza a dependéncia da figura (STAHL, 2013).

Nesse aspecto, ressalta-se que:

As representagdes tém um papel central na elaboragdo e evolugdo dos
saberes e na construcdo dos conhecimentos pelo sujeito, 0 computador pode
contribuir de forma significativa nesses processos com novos sistemas de
representacdo. Os softwares de geometria dindmica constituem exemplos do
uso do computador na criagdo de novos sistemas de representacdo dos
objetos da geometria (BELLEMAIN, 2002, p.55).

Nesse sentido, os softwares de Geometria Dinamica apresentam duas caracteristicas
fundamentais, ou seja, uma diz respeito a disponibilizacdo da representacdo semidtica e a
segunda se refere a representacdo semiética que informa a relacdo funcional entre objetos
geométricos representados (GRAVINA, 2015). Além disso, as construcBes sdo dinamicas,
uma vez que podem ser modificadas em dimensdo e posicdo sem a perda dos vinculos
geométricos que as caracterizam (GERONIMO; BARROS; FRANCO, 2010).

Nobriga (2015) destaca que ao realizar a construcdo de uma figura com o software de
Geometria Dinamica, o usuario tem a possibilidade de alterar as posicdes e estruturas dos
objetos representados inicialmente, uma vez que o software redesenhara a construcéo,
preservando as propriedades, os vinculos e as relagdes existentes inicialmente.

Dessa forma, um software de Geometria Dinamica “possibilita, a partir de uma tnica
construcdo, efetuar um numero arbitréario de testes, o0 que seria praticamente impossivel com
régua e compasso” (ISOTANI; BRANDAO, 2006, p.121).

Para Candeias e Ponte (2008), os softwares de Geometria Dindmica possibilitam
formar e movimentar representacdes de objetos geométricos, bem como explorar e investigar
relagOes entre os diferentes objetos representados, uma vez que as construcoes realizadas séo
rigorosas.

Segundo Isotani e Brandao (2006, p.122), com os softwares de Geometria Dindmica, 0
estudante tem a possibilidade de realizar testes e verificar hipdteses que ele proprio estabelece
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acerca de propriedades, caracteristicas e conceitos dos objetos geométricos representados na
tela do computador, o que ¢ diferente de uma aula tradicional de Geometria, em que “o
professor enuncia conceitos, defini¢des e propriedades, assim o aluno apenas ‘ouve’ (e
eventualmente ‘vé’ figuras estaticas)”.

Nesse sentido, é fundamental a utilizagdo de softwares de Geometria Dindmica quando
se pretende trabalhar com figuras geomeétricas, pois fornecem outro panorama sobre as figuras
construidas, uma vez que a operacdo desses softwares proporciona agrupamentos simultaneos
por justaposicdo e sobreposicdo, e tais agrupamentos ndo sdo possiveis de serem realizados
simultaneamente quando a atividade envolve ferramentas fisicas como, por exemplo, régua,
compasso, lapis etc. (ALMOULOUD; SALAZAR, 2015). Além disso, os softwares de
Geometria Dinamica potencializam a percepcdo visual, a qual desempenha um importante
papel no processo de resolucéo de tarefas (LABORDE, 1998).

Diversas pesquisas sobre ambientes de Geometria Dindmica mostram que a interagao
com esses ambientes auxilia os estudantes a explorar, conjecturar, construir e explicar
relacBes geométricas, bem como fornecer-lhes bases para constru¢do de provas dedutivas
(JONES, 2002).

Autores como Laborde (1998; 2000), Jones (2002; 2005), Jackiw e Sinclair (2007),
Brunheira e Ponte (2016) e Jones e Tzekaki (2016) destacam a pertinéncia e as contribuicdes
significativas de se trabalhar com ambientes de Geometria Dindmica no sentido de promover
a aprendizagem da Geometria desde a Educacdo Basica até o Ensino Superior.

Nesse sentido, adotou-se neste estudo o GeoGebra, que é um software educacional que
integra Geometria Dindmica com recursos numéricos, algébricos, graficos e, também,
planilhas. O objetivo do desenvolvimento desse software foi para dar apoio aos processos de
ensino e aprendizagem da Matemaética em diferentes niveis de ensino (HOHENWARTER,;
HOHENWARTER; LAVICZA, 2008; PREINER, 2008; OROS; SANTOS; NOBRIGA,
2014).

Nesse contexto, 0 GeoGebra é compreendido como uma multiplataforma, que integra
diversas representagdes semioticas (figural, simbolica, lingua natural etc.), e “permite
construir diferentes representa¢des num mesmo ambiente” (NOBRIGA, 2015, p.79).

Segundo Abar (2011) e Abar e Alencar (2013), com o GeoGebra € possivel trabalhar
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simultaneamente com diferentes representacdes semidticas acerca de um mesmo objeto
matematico, e isso potencializa a compreensdo em Matematica (DUVAL, 2004a; 2011).

De acordo com Lovis e Franco (2013), a realizacdo de tarefas de Geometria com o
apoio do GeoGebra permite construir figuras para representar diferentes objetos geométricos,
perceber e verificar propriedades dos objetos envolvidos e, também, testar conjecturas e
justificar raciocinios.

Nesta perspectiva, as pesquisas que incidem sobre o conhecimento geométrico de
professores e futuros professores de Matematica sinalizam que é necessario um olhar para o
desenvolvimento da compreensdo de objetos geométricos de diferentes dimensfes (pontos,
retas, segmentos de reta, angulos, poligonos, circunferéncias, regides poligonais, circulos,
poliedros e ndo poliedros etc.), promovendo para isso a utilizacdo de tecnologias digitais, em
especial os ambientes de Geometria Dindmica (JONES; TZEKAKI, 2016).

Assim, a construcdo de figuras geométricas em ambientes de Geometria Dindmica
“pode ser uma fonte de exploragdes e de atitudes que concorrem para o desenvolvimento do
conhecimento geométrico”, em especial a apreensdo de objetos da Geometria Euclidiana

(GRAVINA, 2015, p.251).

Opc¢odes metodologicas

Este estudo se realizou por meio de uma abordagem qualitativa na perspectiva do
paradigma interpretativo (BOGDAN; BIKLEN, 1994) e a modalidade de pesquisa adotada foi
0 estudo de caso (MERRIAM, 1988; PONTE, 2006; YIN, 2010).

Neste contexto, foi realizado um estudo de caso Unico, holistico, em virtude da
singularidade da situagdo (YIN, 2010), pois se buscou estudar globalmente uma Unica turma
de estudantes, futuros professores de Matematica, de uma disciplina de Geometria Euclidiana,
do Curso de Licenciatura e Bacharelado em Matematica de uma universidade localizada ao
norte do Estado do Parand, em que estes estudantes resolveram tarefas de Geometria com o
apoio do GeoGebra, durante o segundo semestre letivo de 2015.

Salienta-se que neste artigo é apresentada a andlise e discussdo de uma das tarefas

realizadas, uma vez que cumpre com o objetivo delineado neste texto.
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O ambiente natural do estudo e os participantes

Este estudo foi todo desenvolvido no laboratério de informatica do Departamento de
Matematica da Universidade, o qual era composto por trinta computadores com acesso a
internet e ao software GeoGebra. Participaram do estudo oito estudantes que compunham a
turma que constituiu o caso. No sentido de preservar a identidade dos participantes, eles
foram nominados por Al, A2,..., A8.

O professor da disciplina propds aos estudantes que se organizassem em equipes para
resolver a tarefa proposta, cuja formagdo ocorreu por meio da relagdo interpessoal e de
maneira natural. Por uma questao de dinamica de sala de aula, neste estudo considera-se como
equipe aquela constituida por apenas um dnico integrante, pois houve estudante que decidiu
realizar a tarefa individualmente. Assim, para a realizacdo da tarefa, ocorreu a composicéo de
quatro equipes que foram denominadas por E1, E2, E3 e EA4.

A tarefa realizada

A tarefa desenvolvida para este estudo tratou sobre os diferentes tipos de triangulos
(equilatero, isésceles e escaleno) quanto as medidas de seus lados. Seu objetivo foi formar
representacdes de triangulos no GeoGebra a partir de segmentos de reta dados. A organizacdo
das equipes ocorreu da seguinte maneira: E1: Al, A2 e A7; E2: A3 e A5; E3: Ad e A6 e E4:
A8. A resolucéo da tarefa teve duracao de 40 minutos e foi norteada por instrugdes (Quadro 2)
fornecidas pelo professor. De acordo com 0s pressupostos tedricos de Ponte (2005), essas

instrucBes assentam em acdes exploratdria e investigativa.

Quadro 2: Instrucdes da tarefa sobre os tipos de triangulos quanto as medidas de seus lados.
i. Criar um segmento de reta AB na janela de visualizacdo do GeoGebra.

ii. Construir um tridngulo equilatero com lados de comprimento igual ao comprimento do segmento
AB.

iii. Movimentar os pontos A e B do segmento AB e observar o vinculo existente entre o triangulo
construido e o comprimento do segmento AB.
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iv. Criar um segmento FG de comprimento diferente do segmento AB.

v. Construir o triangulo is6sceles QRS com dois lados de comprimento igual ao do segmento AB e
um lado de comprimento igual ao comprimento do segmento FG.

vi. Movimentar os pontos A, B, F e G dos segmentos AB e FG, respectivamente, e observar o vinculo
existente entre o triangulo construido e 0 comprimento desses segmentos.

vii. Criar um terceiro segmento KL de comprimento diferente dos segmentos AB e FG.

viii. Construir um triangulo escaleno MNP cujos lados tenham o comprimento dos trés segmentos
dados.

iX. Movimentar os pontos A, B, F, G, K e L dos segmentos AB, FG e KL, respectivamente, e observar
0 vinculo existente entre o triangulo construido e o comprimento desses segmentos.

Fonte: Adaptado de Ger6nimo, Barros e Franco (2010, p.86).

Destaca-se que a tarefa possibilitou aos estudantes, a partir da interagcdo com as
ferramentas do GeoGebra, formar e tratar representacfes figurais que seriam dificeis de
explora-las utilizando-se simplesmente recursos estaticos como, por exemplo, régua e

compasso fisicos.

Técnicas e procedimentos de recolha de dados

As técnicas de recolha de dados utilizadas neste estudo foram: a observacao
participante (ESTRELA, 1994) e a recolha documental (MERRIAN, 1988; YIN, 2010).

A observacdo participante permitiu registrar, em notas de campo, descri¢des verbais e
outras acOes pertinentes suscitadas pelos participantes do estudo durante a realizagéo da
tarefa. A recolha documental compreendeu arquivos digitais relativos as formacbes e
transformacdes de representacdes figurais que as equipes realizaram na janela de visualizagédo

do GeoGebra, os quais foram enviados ao e-mail do primeiro autor deste artigo.

Categorias de analises das producdes matematicas da turma

Para analisar as producdes matematicas da turma estudada, buscou-se identificar e
evidenciar os principais elementos apresentados na resolucdo da tarefa, bem como observar
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ocorréncias significativas acerca das diferentes representacbes mobilizadas e coordenadas
para 0s objetos geométricos presentes na tarefa.

Assim, foram delineadas trés categorias de analise, as quais emergiram das
interpretacdes da teoria dos registros de representacdo semidtica de Duval (2004a; 2011;
2012a; 2012b) e também da recolha de dados provenientes deste estudo, a saber: (i)
Coordenar diferentes registros: a equipe coordenou diferentes registros de representacao
semidtica para 0 mesmo objeto geométrico; (ii) Articular diferentes apreensfes: a equipe
articulou as apreensdes perceptiva, operatéria, discursiva e sequencial relacionadas a uma
figura geométrica e (iii) Apresentar dificuldades ou equivocos conceituais: a equipe
apresentou dificuldades ou equivocos conceituais ao utilizar representacdes figurais e da
lingua natural.

Destaca-se que a analise das producGes matematicas dos participantes deste estudo
seguiu um processo transversal, em que todas as categorias foram consideradas
simultaneamente na andlise dos dados (FIORENTINI; LORENZATO, 2009).

Analise e discussao dos resultados

Os dados aqui apresentados se referem a uma tarefa (Quadro 2) de Geometria
Euclidiana que foi resolvida no contexto do tema ‘“construir”. Assim, se pretendia que os
estudantes reproduzissem no GeoGebra construcdes de figuras sobre os tipos de triangulos
quanto as medidas de seus lados, ou seja, tridngulos equilatero, isdsceles e escaleno. Essa
tarefa se justifica, pois possibilitou aos futuros professores de Matematica, a partir da
interacdo com as ferramentas e funcionalidades do GeoGebra, formar e transformar
representacdes figurais em um ambiente de Geometria Dindmica. Nesta perspectiva, este
estudo corresponde aos destaques elencados a utilizacdo dos ambientes de Geometria
Dinamica para o ensino e a aprendizagem da Geometria.

Ressalta-se que todas as equipes formaram as representacdes figurais dos tridngulos
solicitados na janela de visualizacdo do GeoGebra durante a resolucéo da tarefa. Porém, por
motivos desconhecidos, as equipes E1 e E2 enviaram ao e-mail simplesmente o arquivo da

representacdo do tridngulo equilatero. A equipe E3 enviou arquivos contendo as
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representacdes dos triangulos equilatero e isdsceles, cuja formacdo da representacéo figural
do triangulo equilatero ocorreu de maneira andloga a construcao apresentada pela equipe E1
e, por essa razdo, apresentamos somente a formacdo da representacdo figural do triangulo
isdsceles desta equipe. J& a equipe E4 enviou os arquivos das representacdes dos triangulos
isdsceles e escaleno, no entanto, a formacéo da representacdo figural do tridngulo isosceles
seguiu um processo analogo a construcdo realizada pela equipe E3 e, por esse motivo,
apresentamos simplesmente a formacao da representacdo figural do tridngulo escaleno dessa
equipe.

De acordo com Duval e Godin (2005) uma figura pode ser analisada em pelo menos
de trés formas diferentes. A primeira se refere a percepcdo, cuja analise centra-se nas formas
ou nas unidades figurais (sdo as formas de base nas quais todas as figuras podem ser
analisadas: pontos, retas, planos, segmentos de retas, semirretas, angulos, curvas,
circunferéncias, poligonos, vértices, poliedros, arestas, ndo poliedros etc.) que reconhecemos,
e nas propriedades visuais dessas formas. As outras duas se referem ao que o ensino de
Geometria busca desenvolver, a saber: (1) o conhecimento de propriedades geométricas que
devem ser mobilizadas segundo as hipGteses dadas e (2) os instrumentos utilizados para
reproduzir ou construir uma figura (DUVAL; GODIN, 2005).

Na Figura 1 tem-se a formacdo da representacdo figural do tridangulo equilatero

realizada pela equipe E1.
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Figura 1: Representacdo figural do tridngulo equilétero - equipe E1.
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Fonte: Arquivo enviado pela equipe E1.

Inferimos que a representacdo do triangulo equildtero formada na janela de

visualizacdo do GeoGebra pela equipe E1 ocorreu a partir da coordenagdo dos registros da
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lingua natural (instrucdes fornecidas na tarefa) e o figural (no software), bem como a
articulacdo entre as apreensdes perceptiva, que favoreceu o reconhecimento de formas,
contornos, contrastes e marcas ilustrativas, e também as leis de organizacédo da figura, pois a
equipe E1 percebeu visualmente os vértices, nomes dos Vértices, lados, medidas dos lados,
reta suporte (reta b), circunferéncias “c” e “d”, raios e o tridngulo equilatero CGF; sequencial,
que permitiu reproduzir uma figura geométrica, uma vez que a equipe fez a reproducéo figural
do tridngulo equilatero conforme as instrucdes fornecidas; operatdria, que possibilitou
modificagdes na representacao figural, pois a equipe transportou a medida do segmento AB,
marcou um dos pontos de intersecdo (ponto G) das circunferéncias para obter um dos vértices
do triangulo e arrastou os pontos A e B para observar o vinculo existente entre o triangulo
CGF e o comprimento do segmento AB; e discursiva, que potencializou elencar hipoteses e
propriedades matematicas vinculadas a figura geométrica reproduzida, pois a equipe tomou
como referéncia os lados congruentes do tridngulo, os quais foram construidos a partir de
circunferéncias com raios de mesma medida.

Além disso, sublinha-se que os conhecimentos geométricos mobilizados pela equipe
E1 foram: (i) representar circunferéncias com raios de mesmo comprimento; (ii) determinar
ponto de intersecdo entre circunferéncias e (iii) representar segmentos de reta tomando os
centros das circunferéncias (pontos C e F) e o ponto G como o0s Vértices do triangulo a ser
representado.

Com base nos pressupostos teéricos de Duval (2004a), as unidades figurais
elementares mobilizadas pela equipe E1, no processo de formacdo da representacdo do
triangulo equilatero, foram: pontos, segmentos de reta, reta, circunferéncias e tridangulo.
Destaca-se ainda, que ndo ha indicativos de ocorréncia sobre interpretacdes equivocadas ou de
dificuldades apresentadas por esta equipe acerca do tridngulo representado na janela de
visualizacdo do software, fato este que potencializa a tomada de consciéncia sobre o que
significa ser um triangulo equilatero, bem como seu reconhecimento por meio de diferentes
representacdes semioticas em lingua natural e figural (DUVAL, 2004a).

Na Figura 2 tem-se a formacgdo da representacdo figural do tridngulo equilétero

realizada pela equipe E2.
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Figura 2: Representacdo figural do tridngulo equilétero - equipe E2.
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Fonte: Arquivo enviado pela equipe E2.

A representacdo construida pela equipe E2 aconteceu por meio da coordenagdo dos
registros da lingua natural e figural, bem como pela articulacdo entre as diferentes apreensdes,
a saber: perceptiva, em que a equipe percebeu visualmente os vértices, nomes dos vértices,
lados, medidas dos lados, semirreta, angulos, medidas de angulos e o triangulo equilatero

ABB’; sequencial, quando a equipe reproduziu figuralmente o tridngulo equilatero;
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operatdria, quando a equipe determinou o ponto B’ por meio da rotagdo do ponto B pelo

angulo de medida 60° e calculou as medidas dos angulos BAB’, AB'B e B'BA; e discursiva,
em que a equipe reconheceu por meio de propriedades geométricas que os angulos do
triangulo representado tém a mesma medida.

Ressalta-se que a formagdo da representacdo figural do tridangulo equilétero
apresentada pela equipe E2 seguiu um caminho diferente das instrugdes fornecidas, pois o
conhecimento geométrico mobilizado pela equipe foi sobre medidas dos angulos internos do
triangulo equilatero, ou seja, um triangulo que tem cada angulo medindo 60°.

Conforme os pressupostos tedricos de Duval (2004a), o processo que a equipe E2
tomou para formar a representacdo figural do tridngulo equilatero mobilizou as seguintes
unidades figurais elementares: pontos, segmentos de reta, semirreta, angulos e triangulo.
Além disso, salienta-se que ndo ha& ocorréncia de interpretacdes equivocadas ou de
dificuldades apresentadas pela equipe acerca da representacdo construida na janela de
visualizacdo do GeoGebra, mesmo com a auséncia da representacdo do segmento AB
solicitado nas instrucdes, pois parece que sua apreensao perceptiva da semirreta representada,
com origem no ponto A e passando pelo ponto B, permite “ver” a representacdo desse
segmento e as propriedades visuais das diferentes formas exibidas na area de desenho do
software.

Como os pontos A e B pertencem & mesma semirreta, esses pontos representam as
extremidades do segmento AB, e como o ponto B’ foi criado por meio da rotacdo do ponto B
pelo angulo de medida 60°, a equipe construiu os segmentos AB’ (de media b) e BB’ (de
medida c¢) obtendo o triangulo ABB’, em que evidenciou (na janela de visualizagdo) as
medidas de seus angulos de 60° para representar o triangulo equilatero.

Nesse sentido, observa-se que a equipe E2 mobilizou e coordenou ideias geométricas e
representacdes diferentes em relacdo aquelas da equipe E1 para representar figuralmente o
triangulo equilatero, e isso favoreceu a tomada de consciéncia e o reconhecimento de um
mesmo objeto geométrico por meio de suas diferentes representagcdes semidticas (DUVAL,
20044; 2011).

Evidencia-se que esta equipe tomou uma orientacao diferente das demais equipes para
representar figuralmente o tridangulo equilatero, pois o representou a partir das medidas dos
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angulos internos diferentemente das instrucdes fornecidas na tarefa. No entanto, este fato nio

revelou um desconhecimento da equipe sobre triangulo equilatero, uma vez que para sua

representacdo figural na janela de visualizacdo do GeoGebra a equipe considerou outros

conceitos e resultados geométricos.

Assim, ao se formular e planejar uma tarefa de natureza exploratoria e investigativa,

tal como os pressupostos tedricos delineados por Ponte (2005), € comum que 0s estudantes

realizem acdes diferentes daquelas esperadas sobre conceitos e resultados envolvidos no

contexto da tarefa.

Na Figura 3 tem-se a formacgdo da representacdo figural do tridngulo isésceles

realizada pela equipe E3.

Figura 3: Formacéo da representagdo do tridngulo isdsceles - equipe E3.
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Fonte: Arquivo enviado pela equipe E3.

A representacdo do triangulo is6sceles formada, pela equipe E3, na janela de
visualizacdo do GeoGebra ocorreu por meio da coordenacdo dos registros da lingua natural
(instrucdes fornecidas na tarefa) e o figural (no software), bem como a articulacdo entre as
apreensOes perceptiva, sequencial, operatdria e discursiva.

Além disso, sublinha-se que 0s conhecimentos geométricos mobilizados por esta
equipe foram: (i) representar segmentos de reta de comprimentos distintos; (ii) representar
circunferéncias com raios de comprimentos iguais aos comprimentos dos segmentos de retas;
(iii) determinar o ponto de intersecdo entre circunferéncias e entre semirreta e circunferéncia e
(iv) construir segmentos de reta tomando os centros das circunferéncias e um de seus pontos
de intersecdo como sendo os vertices do tridngulo a ser representado.

De acordo com os pressupostos tedricos de Duval (2004a), as unidades figurais
elementares mobilizadas e coordenadas pela equipe E3, no processo de formacdo da
representacdo figural do triangulo isdsceles, foram: pontos, segmentos de reta, semirreta,
circunferéncias e triangulo.

Sublinha-se que a equipe E3 exibiu diferentes legendas para os diferentes objetos

geométricos representados na janela de visualizagdo do GeoGebra, os quais reunidos
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constituem o triangulo isésceles. Duval (2004a) ressalta que € necessaria uma manifestacao
verbal, em lingua natural ou simbdlica, para vincular a figura ao objeto matematico que se
pretende representar e, isto, foi realizado por esta equipe.

Destaca-se que as ac¢oes coordenadas pela equipe E3, para representar figuralmente o
triangulo isésceles, tém conexdes com: os registros da lingua natural (instrugdes fornecidas) e
o figural (janela de visualizacdo do GeoGebra); as diferentes apreensdes relativas a uma
figura geométrica, ou seja, a perceptiva, quando a equipe percebeu visualmente os segmentos
de reta, vértices, nomes dos vértices, lados, as medidas dos lados, a semirreta, as
circunferéncias e o triangulo isésceles CEH, a sequencial, no momento em que a equipe fez a
reproducdo figural do triangulo isosceles no software, a operatdria, quando a equipe
transportou medidas de segmento, determinou intersecdo de circunferéncias e arrastou os
pontos das extremidades dos segmentos AB e FG de modo a observar o vinculo existente
entre o triangulo isésceles e o comprimento de cada segmento, e a discursiva, quando a
equipe reconheceu, por meio de propriedades geométricas evidenciadas na representacao
figural, que o triangulo isésceles tem dois lados congruentes (segmentos CE e CH); as
conversdes exibidas simultaneamente na janela de algebra do software (registro simbdlico),
ap6s cada acdo executada na janela de visualizacdo e o0s conhecimentos geométricos
mobilizados para obter a representacdo figural do triangulo isosceles.

Duval (2004a) destaca que a passagem de um registro de representacdo semidtica para
outro, bem como as transformacOes realizadas nas representacdes neste Ultimo registro,
fomentam a tomada de consciéncia do individuo sobre os objetos matematicos estudados. Isto
ficou evidente na formacao da representacdo figural do tridngulo isosceles, em que a equipe
E3 reconheceu esse objeto geométrico por meio das representacfes semiéticas produzidas nos
registros figural, simbdlico e da lingua natural.

Na Figura 4 tem-se a formacdo da representacdo figural do triangulo escaleno
realizada pela equipe E4.
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Figura 4: Representacdo figural do tridngulo escaleno - equipe E4.

Equpe E4000

S . - - -2 -
.A o - Lo O} ’.7" <, ." ABC 11T e

ele 08 Ajedia o 0 1Y Jasals de Visualuagho
"

A
T TRy = ST | Oe—
Bt ey e I7.54n « 15,507 = I8143
GE N2 2T = 1IN | —

o RS E

A=|-2387.552) —-

B+ (217,560

C»(-2242.332)

D= |-2401, 462

E=(2R0),245 ;

F=|19.01, 258) R aesy== .

G= (1877, 278 J o -

W85, TN K] S

1= (800 .1 84) E ¢ g 7
Je (A2, A3 J o 1 POt
Sty " 4 .

® ¢ .013x+ 1226y~ 92

t8ee

Entada

N e Cmazscio isaw Lagents
-
) R G - n =
4 Crcas Qfie 23 card -~
03
San ek T 13 284
WA &% 2
i sarriac

Fonte: Arquivo enviado pela equipe E4.
Observa-se que a representacao figural do triangulo escaleno formada pela equipe E4,

se desenvolveu por meio da coordenacdo dos registros da lingua natural (instrucoes
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fornecidas) e o figural (GeoGebra), pela articulagdo entre as apreensdes perceptiva, quando a
equipe levou em consideracdo a percepcao visual dos segmentos de reta, dos vertices, dos
nomes dos Vértices, dos lados, das medidas dos lados, da reta suporte, das circunferéncias e do
poligono (poll - tridngulo escaleno GU); sequencial, quando a equipe reproduziu
figuralmente o tridngulo escaleno na janela de visualizacdo do GeoGebra; operatoria, quando
a equipe transportou as medidas dos segmentos AB e CD e EF representados inicialmente,
determinou o ponto de interse¢do (ponto J) entre circunferéncias (circunferéncias “f” ¢ “g”) e
arrastou as extremidades de cada um dos segmentos para observar o vinculo existente entre o
triangulo escaleno GI1J representado e 0 comprimento desses segmentos; e discursiva, quando
a equipe reconheceu por meio de propriedades geométricas evidenciadas nas representacdes
produzidas na area de desenho do software que o triangulo representado tem trés lados com
medidas diferentes.

Salienta-se que as unidades figurais elementares utilizadas pela equipe E4 durante o
processo de formacdo da representacdo figural do triangulo escaleno foram: pontos,
segmentos de reta, reta, circunferéncias e triangulo.

De acordo com os pressupostos tedricos de Duval (2004a), a tomada de consciéncia do
individuo emerge durante o processo de coordenacao de diferentes registros de representacao.
Nesta perspectiva, infere-se que a significacdo do triangulo escaleno pela equipe E4 ocorreu
com o reconhecimento desse objeto geométrico por meio de suas diferentes representacdes
semioticas, entre elas as representacfes escritas em lingua natural (instrucdes fornecidas), as
representacdes simbolicas exibidas na janela de algebra do GeoGebra (medidas dos lados) e
as representacdes figurais, com suas respectivas legendas, formadas na janela de visualizagéo
do GeoGebra.

Além da tomada de consciéncia, evidencia-se que 0s conhecimentos geométricos
articulados pela equipe E4 foram: (i) representar segmentos de reta com comprimentos
distintos; (ii) representar circunferéncias de raios com medidas iguais as medidas dos
segmentos de reta; (iii) representar reta e determinar as intersecdes entre circunferéncia e reta
e entre circunferéncias de forma coordenada e especifica e (iv) construir a representacao
figural de triangulo a partir dos pontos de intersecdo obtidos utilizando a ferramenta

“poligono”.
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Portanto, em relacdo ao estudo realizado com esta turma de futuros professores de
Matematica, observa-se que para cada uma das representacdes figurais solicitadas nesta tarefa,
as equipes mobilizaram e coordenaram diferentes conhecimentos geométricos, bem como
diferentes ferramentas do GeoGebra com o objetivo de exibir na sua janela de visualizacdo os
diferentes objetos geométricos compreendidos na tarefa proposta.

Evidencia-se também como o GeoGebra influencia as trés atividades cognitivas
relacionadas a qualquer representacdo semidtica, em que se destaca: (i) formar representacdes
figurais de pontos, segmentos de reta, retas, semirretas, circunferéncias, angulos e triangulos
na janela de visualizacdo e, de modo automatico, suas respectivas correspondéncias na janela
de algebra, permitiu que as equipes articulassem simultaneamente as apreensdes perceptiva e
discursiva das formas, marcas, contrastes e contornos percebidos e associados a cada um dos
objetos geométricos representado; (ii) tratar as representacdes figurais na janela de
visualizacdo favoreceu as equipes articular a apreensdo operatdéria com as apreensdes
perceptiva e discursiva das figuras, uma vez que puderam transportar medidas de segmentos,
determinar pontos de intersecdo entre reta e circunferéncia, entre semirreta e circunferéncia e
entre circunferéncias de modo a obter os vértices dos triangulos e movimentar (alterar a
posi¢ao) os pontos extremos dos segmentos (pontos livres), que permitiram a representacao
dos triangulos equilatero, isdsceles e escaleno com intuito de perceber os vinculos existentes e
(iii) converter as representacdes dos objetos geométricos elencados nas instrucGes para
representacdes figurais na janela de visualizagdo do software.

Além disso, com o ambiente de Geometria Dinamica as equipes puderam perceber que
o vinculo existente entre os triangulos representados e 0s segmentos de retas construidos
inicialmente é de dependéncia, ou seja, a partir da acdo de arrastar as extremidades desses
segmentos pela janela de visualizacdo do GeoGebra, os tridangulos podem ou ndo existir, fato
este que pode levar o individuo conjecturar um resultado geométrico conhecido como

desigualdade triangular.

Conclusao

Constata-se neste estudo que as contribui¢cdes do GeoGebra, para o futuro professor de
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Matematica, estdo estritamente relacionadas as atividades cognitivas de formacéo, tratamento
e conversdo de representacOes figurais a partir da utilizacdo de suas diferentes ferramentas e
funcionalidades, tais como: arrastar (variar orientacdo, rotacédo e translacdo da representacao),
ampliar ou reduzir as representacdes figurais construidas na janela de visualiza¢do, bem como
editar variaveis qualitativas relativas as representacfes (formas, nomes, cores, marcas,
contornos, tracos e espessuras de linhas etc.).

Outro aspecto relevante esta no fato de que o GeoGebra dispde de diferentes
caracteristicas e potencialidades. Dentre as principais caracteristicas destaca-se a sua facil
utilizacdo e seu acesso, 0 rigor e precisdo das construgdes geométricas e o trabalho com
conceitos formais da Geometria associados as suas ferramentas. No que diz respeito as suas
potencialidades, evidencia-se a promocdo da exploracdo, manipulacdo, simulacao,
criatividade e intuigéo, a elaboracdo e estruturacdo de conjecturas e justificativas, a percepgao
das propriedades dos objetos geométricos estudados, bem como a celeridade no processo de
investigacdo das relacBes existentes entre diferentes objetos matematicos (geométricos e
numéricos) quando associado a um modo fenomenoldgico estatico de producdo de
representacdes figurais.

Enfim, a contribuicdo deste estudo também se refere a relevancia da realizacdo de
tarefas de Geometria de natureza exploratdria e/ou investigativa com o apoio do GeoGebra,
pois a utilizacdo do software de Geometria Dindmica potencializou, neste estudo, a apreensao
de objetos geométricos a partir da expoente possibilidade de formacdo e transformacdo de
representacfes semidticas e da interagdo com multiplas representagdes dinamicas. Além
disso, o presente estudo evidenciou a tomada de consciéncia dos estudantes participantes
acerca de sua propria aprendizagem em Geometria, 0 que pode ser um aporte significativo

para o seu conhecimento didatico-pedagogico.
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