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Resumo: Este artigo apresenta parte dos resultados obtidos em uma pesquisa de doutorado que teve
como objetivo trazer novas reflexdes relacionadas ao conceito de limite de uma fungdo. H& um
namero grande de trabalhos de investigacdo com diferentes abordagens e metodologias que
procuraram descobrir os motivos para o fracasso generalizado dos alunos na disciplina de Célculo
Diferencial e Integral. Mas, ha ainda poucos trabalham que versam sobre o olhar do professor
universitario sobre essa dificuldade. Apresentaremos nesse texto, especificamente, as “falas” de
professores universitarios referentes ao conceito de limite e seu ensino. Para tanto, procuraremos
inicialmente explicitar como realizamos a leitura dessas falas. O método utilizado para a analise se
aproxima da andlise de contetido porque fizemos uma leitura repetida das respostas até encontrarmos
uma maneira de explicitar o que era comum ou ndo, o que se repetia com frequéncia, as palavras mais
utilizadas. Ao falarem da definicdo formal de limite, alguns professores utilizaram os termos
vizinhanga, aproximacdes, e mencionaram trabalhar com mais de um registro em sala de aula. Na
nossa perspectiva, essa explicacdo ndo se constitui verdadeiramente em uma explicagdo, mas em uma
“leitura” da mesma. E, entdo, nos perguntamos: Que visdo o professor universitario teria de
explicacdo? Como seria para ele traduzir/decodificar o simbolico para o aluno?
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WHAT DO UNIVERSITY TEACHERS THINK ABOUT TEACHING
AND LEARNING THE LIMIT CONCEPT?

Abstract: This article presents some results from a doctoral research that aimed to bring new insights
related to the concept of function limit. There are a lot of research with different approaches and
methodologies which seek to discover the reasons for the widespread failure of students in the
discipline of Differential and Integral Calculus. There are still few research works that deal with the
view of professor about this difficulty. We will introduce on this article, specifically, what the
university professors have said about the limit concept and its teaching. Therefore, we seek first
explain how we analyzed it. The method used for reading it is a method that approaches of content
analysis because we did a repeated reading of the answers until we find a way to explain what was
common or not, what repeated often, the most commonly used words. When speaking about the
formal definition of limit, some of those teachers used words like neighborhood, approaches, and they
mentioned they used to work with more than one record in the classroom. In our view, this explanation
is not truly an explanation, but a "reading" of it. Then we ask ourselves which vision the professor
would have of explanation? How would be to him translate /decode the symbolic to the student?
Keywords: Limit. Perception of the university professor. Difficulty. Learning.
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Introducéo

Este artigo apresenta parte dos resultados obtidos em uma pesquisa de doutorado que
teve como objetivo trazer novas reflexdes relacionadas ao ensino e a aprendizagem do
conceito de limite de uma fungédo. Nessa investigacdo, enfatizamos momentos. No primeiro
momento, selecionamos trabalhos relacionados ao nosso estudo. No segundo momento,
voltamos a Histéria da Matematica para refletirmos com maior profundidade sobre o
desenvolvimento e a constituicdo do conceito de limite. No terceiro momento, realizamos um
estudo do conceito de limite como objeto matematico por meio da Teoria Antropoldgica do
Didatico. No quarto e dltimo momento, procuramos explicitar a percepcdo do professor
universitario e do aluno acerca do conceito de limite.

Nosso trabalho de investigagéo procurou respostas para 0s seguintes questionamentos:

v De onde viria a dificuldade de aprendizagem do conceito de limite?

v" Como os livros o apresentam? E as tarefas? Como séo propostas?

v' Em que os professores universitarios se apoiariam para ensinar esse conceito?
Que elementos utilizariam para motivar o aprendizado? Com quais defini¢des
trabalhariam? Como viriam as dificuldades dos alunos? E os alunos? Que
testemunho nos trariam com relacdo aos seus aprendizados de limite de uma
funcao?

Para 0 estudo teorico do conceito de limite como objeto matematico apoiamo-nos na
Teoria Antropoldgica do Didatico para pensarmos as relac@es: teoria, tecnologia, técnica e
tarefa. Ao analisarmos os tipos de tarefas e registros que delas se originariam, nosso suporte
teorico foi o Registro de Representacdo Semidtica.

Com relacdo aos livros textos de Calculo Diferencial e Integral, trabalhamos com
elementos da teoria de Bakhtin para analisarmos a estruturacdo do discurso apresentado pelos
autores. O trabalho de campo da nossa investigacdo buscou explicitar a percepcdo do
professor universitario e do aluno sobre o conceito de limite, ao analisarmos o sentido e 0
significado apresentados por nossos informantes também nds apoiamos na teoria cognitiva de

\iygotsky.

Apresentaremos nesse texto, especificamente, as “falas” de alguns professores
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universitarios referentes ao conceito de limite e seu ensino; para tanto, procuraremos
inicialmente explicitar como realizamos a leitura dessas falas, certos de que elas nédo
apresentam, na sua totalidade, toda a complexidade/dificuldade presente no ato de ensinar.

Devemos ressaltar, ainda, que os alunos tambeém fizeram parte integrante do trabalho
de investigacdo que deu origem a esse artigo. Para eles, elaboramos um questionario com
perguntas abertas e fechadas. O Unico critério estabelecido foi o de que o aluno ja deveria ter
cursado Calculo Diferencial e Integral. Tivemos um total de 62 alunos participantes.

Ao0s buscarmos — nos textos e nas falas dos nossos sujeitos - a maneira que eles
percebiam o conceito de limite, tinhamos em mente que: “o objeto que estd sendo tratado num
texto de pesquisa € ao mesmo tempo objeto ja falado, objeto a ser falado e objeto falante (...).
O conhecimento que se produz nesse texto ¢ também uma questdo de siléncio” (AMORIM,
2004, p.19) (grifos nossos).

Segundo Amorim (2004, p.16), ndo ha trabalho de campo que ndo vise ao encontro
com o outro, que ndo busque um interlocutor e também; ressalta ela, ndo ha escrita de
pesquisa que ndo se coloque o problema do lugar da palavra do outro no texto: “pode-se
utilizar métodos ou convencdes de escrita que ignorem ou que esquecam que, do outro lado,
ha um sujeito que fala e produz texto tanto quanto o pesquisador que o estuda” (p.16).
Procuramos, na medida do possivel, nos lembrarmos disso.

Com relacdo aos tedricos® que direcionaram o nosso olhar para a elaboracdo das
questoes e sobre os dados, comungamos com Amorim (2004) quando afirma que ¢ “a teoria,
com o conjunto de suas proposi¢des, que confere preciséo e universidade a uma significacéo e
permite assim que se extraiam todas as consequéncias do que ¢ dito” (p.21). O texto cientifico
é, segundo Bakhtin, monolégico®. Mas, ndo ha monologismo absoluto (AMORIM, 2004,
p.16). O objeto pode ser especifico, determinado no campo matematico; mas ndo a maneira de
se falar sobre ele. Para Amorim (2004): “O monologismo seria justamente o apagamento das
diferentes enunciac¢des que produzem um objeto de pesquisa. Ouve-se apenas uma voz a falar
e, entre a descrigdo e o descrito, nenhum espago ¢ entrevisto” (p.94).

Barros (2005) ressalta que

3 Bakthin, Chevallard, Vygotsky, Duval.
4 Para Bakhtin (2003, p.400) — As ciéncias exatas sdo uma forma monoldgica do saber.
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A palavra polifonia é utilizada para caracterizar um certo tipo de texto,
aquele em que o dialogismo se deixa ver, aquele em que sdo percebidas
muitas vozes, por oposi¢cdo aos textos monofonicos, que escondem o0s
didlogos que os constituem. Nos textos monofonicos eles (os dialogos) se
ocultam sob a aparéncia de um discurso Unico, de uma Unica voz (p.34).

Sabemos que € o sujeito que constroi o sentido ou que explicita a falta dele. Ao lermos
os textos dos nossos sujeitos, tinhamos em mente que “todo enunciado, mesmo o mais
simples, € um acontecimento; uma espécie de drama cujos papéis minimos sdo o locutor, 0
objeto e o ouvinte. O objeto é entendido aqui como o assunto de que trata o texto”
(AMORIM, 2004, p.121). Como o professor fala do conceito de limite? O que prioriza? O que
ndo menciona? Como trabalha certos elementos especificos relacionados a esse conceito?
Como enxerga a relacdo entre o aluno e o aprendizado desse conceito? Procuramos, por
intermédio dessas varias perguntas, reposta para uma unica: O que pensam professores
universitarios sobre o ensino e a aprendizagem do conceito de limite?

Para Amorim (2004, p.66),

Aquilo que do outro permanece incompreensivel, indizivel do lugar
enunciativo em que nos encontramos (engquanto pesquisadores num dado
contexto cultural e histérico) somente a partir de um outro lugar ou de um
outro regime discursivo, o siléncio podera ser identificado e nomeado, pois,
caso contrario, ficaria a pergunta: como ouvir o siléncio se ele é justamente
uma auséncia, uma auséncia de signo ou de rastro?

E claro que, em termos textuais, o siléncio ndo ¢ uma “marca” simples de ser
identificada. Na oralidade isso é mais ébvio. Mas, ainda assim é possivel identificar nos
questionarios, por exemplo, quais as questdes que ndo foram respondidas. A auséncia nao
deixa de ser, também, uma espécie de siléncio sobre algo, sobre algum aspecto do objeto do

nosso estudo.

Como foi a elaboracéo do questionario e com quais objetivos.

Utilizamo-nos de um questionario geral (cujo resultado apresentamos nesse artigo) e
uma atividade livre (com entrevista) para trés professores universitarios. Esses trés
professores que responderam a atividade livre ndo fazem parte do publico que respondeu ao
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questionario geral. A elaboracdo desse segundo instrumento teve o objetivo de complementar
ou mesmo evidenciar elementos que ndo foram percebidos nas respostas fornecidas pelo
primeiro grupo.

Nosso intuito ao solicitar que os alunos também respondessem a um questionario foi o
de ouvir as falas tanto de quem ensina, quanto de quem aprende. NOs queriamos verificar se
as dificuldades apresentadas pelos professores no ensino do conceito coincidiram com as
dificuldades vivenciadas pelos alunos na aprendizagem. Dividimos o encontro com nossos
informantes em trés momentos.

No primeiro momento, aplicamos um questionario com questdes abertas para todos 0s
professores que ja haviam lecionado Calculo Diferencial e Integral em diferentes cursos.
Nosso objetivo era ter uma visdo geral com relacdo a maneira que eles ensinavam célculo
independentemente do curso: com qual definicdo de limite trabalhavam, se trabalhavam o
conceito de maneira intuitiva, se utilizavam a historia da matematica, etc. Como buscavamos
a percepcOes dos professores, decidimos por ndo utilizarmos questdes de multiplas escolhas
para ndo os induzir a nenhuma resposta.

No segundo momento, solicitamos a alguns professores que respondessem uma
atividade livre para verificarmos se os dados coletados no questionério inicial se
confirmariam criando a oportunidade para que o professor falasse mais abertamente sobre
elementos relacionados ao conceito de limite e sua pratica pedagdgica.

No terceiro momento, aplicamos um questionario para os alunos da licenciatura em
matematica que ja tinham cursado Calculo Diferencial e Integral. Nosso objetivo era, também,
o de verificar se os alunos teriam dominio conceitual do limite e identificar suas possiveis
dificuldades. Ndo estdvamos preocupados com algoritmos, mas com a compreensdo do
conceito de limite e suas relagdes. Ao elaborarmos o questionario a ser aplicado aos alunos,
procuramos ser abrangentes com relacdo aos contetdos relacionados ao conceito de limite
dividindo-o em trés partes para que os alunos pudessem trabalhar com diferentes registros ao

longo do mesmo.

Como foi realizada a coleta dos dados
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O questionéario foi entregue, em maos, a 12 professores que se comprometeram em
respondé-lo. Desse total, 9 professores devolveram os questionarios respondidos. O Unico
critério estabelecido para o convite a participacdo foi o de que o professor ja deveria ter
lecionado Calculo Diferencial e Integral, independentemente da turma.

Para a caracterizacdo do grupo perguntamos somente a quantidade de vezes que ele/ela
ja havia lecionado a disciplina de Calculo Diferencial e para quais turmas. O quadro abaixo
explicita esse total.

Identificamos os professores com a letra P. As duas primeiras questdes foram para a
caracterizacdo do grupo de professores. Questdo 01: Quantas vezes vocé j& lecionou essa

disciplina? Questdo 02: Para quais cursos vocé ja lecionou Calculo? As respostas obtidas

foram:
Tabela 1: Respostas dadas as questdes 1 e 2

Mais de 20 vezes Matematica, Fisica, Quimica, Biologia,
1 Computagdo, varias engenharias.

Em 7 Matematica, Quimica, Computacdo e
2 oportunidades Engenharia da Computacao.

Mais de 10 vezes Matematica, Fisica, Engenharia de Alimentos,
3 Farmdcia.

Pelo menos cinco Farmacia, Engenharias, Matematica,
4 vezes Administracdo, Computacdo, Quimica.

Acima de 5 vezes Engenharia Elétrica, Engenharia Civil,
5 Matematica, Fisica, etc.

Mais de vinte Administragdo, Economia, Quimica, Fisica,
6 Matematica, Engenharia: Quimica, Civil, Mecanica.

4 vezes Agronomia, Quimica e Matematica.
7

Umas 30 vezes Para todos os cursos da area de exatas criados
8 antes de 2009, Biologia, Farmacia.

Uma vez Engenharia Elétrica, Agronomia.
9

Fonte: Santos (2013, p.280)

O professor P9 foi o Unico que ndo ministrou aulas para o curso de Matematica e que —
mesmo afirmando ter lecionado uma Unica vez — a0 mencionar para quais cursos deixa
explicito que foram duas vezes. Todos os professores possuem boa experiéncia com essa

disciplina. O professor que lecionou menos tempo, trabalhou com o Célculo por quatro vezes.
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E h& aquele que ja lecionou essa disciplina por mais de vinte vezes.

Antes de passarmos especificamente para as respostas relacionadas ao conceito de
limite, faz-se necessario destacar que a parte que foi escrita pelo professor sera apresentada,
nesse artigo, como citagdo. Alguns eventuais erros de portugués foram corrigidos porque 0

foco do trabalho ndo ¢ a “forma”, mas o contetdo e o sentido do que foi escrito.
Nosso primeiro olhar para os questionarios. O que as respostas nos revelariam?

Passaremos a apresentar agora as analises detalhadas das respostas dadas, questdo por
questdo. O método utilizado para a analise se aproxima da andlise de conteldo porque
fizemos uma leitura repetida das respostas até encontrarmos uma maneira de explicitar o que
era comum ou hdo, o que se repetia com frequéncia, as palavras mais utilizadas. A ideia foi a
de construir ndcleos de sentido.

Ao responderem a questdo 1 (Como vocé explicaria com palavras o limite de uma
funcdo?), a grande maioria dos professores (8 professores) utilizou a ideia de movimento (ou
dindmica) do conceito, que é o sentido vinculado a nocao intuitiva do limite de uma funcéo.
Outros trabalharam com algumas caracteristicas do conceito (2 professores) ou com as
condigdes (2 professores) para a existéncia do mesmo. Apenas dois professores explicitaram
uma “metodologia” para essa explicagdo, isso pode indicar que eles pensaram na sala de aula
ao responderem, pois eles chegaram a explicar a ordem da apresentacdo do conteldo que
fariam e o que utilizariam.

A palavra que mais se repetiu foi “aproxima” — com suas variagcdes: proximo,
aproxima-se, se aproximam, aproximariam, aproximacéo (6 professores a utilizaram). E os
que ndo a utilizaram diretamente, fizeram mencdo a palavras que também indicam certa

aproximagcéo, como é o caso dos termos: fecho®, tender e fronteira.

(P6) Se existe, o limite de uma fun¢do em um ponto a, é o valor para o qual
as imagens se aproximam quando os respectivos valores do dominio se
aproximam do ponto a.

Se quiséssemos associar o conceito de limite de uma funcéo pelo que foi escrito pelos

5 Fecho ou aderéncia é um termo da Topologia. O fecho é formado pelo conjunto dos pontos aderentes.
Um ponto aderente é o limite de uma sequéncia de pontos e ele pode pertencer ao conjunto ou nao.
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professores a uma Unica palavra, ele seria — valor (6 professores) ou nimero (1 professor).

No artigo Intuitive infinitesimal in the calculus, Tall (1980) discute essa aproximacéo
intuitiva da nocdo do limite de uma funcdo afirmando que sdo usualmente interpretadas em
um sentido dindmico (que coincide com as respostas apresentadas pelos nossos informantes),
mas que isso pode gerar a interpretacdo — por parte dos alunos — que o limite € um processo
sem fim, no qual a imagem da funcéo chega perto do valor de |, em vez de chegar ao valor de
l.

Cornu (1983) destaca que a aquisi¢do do conceito de limite supde uma representacéo
mental, imagens, desenhos, exemplos, links que ndo sdo 0s mesmos para a aquisicdo da
definicdo de limite. Para que isso aconteca, o professor precisard planejar aulas em que o0s
alunos trabalhem com diferentes tipos de registros. A questdo foi colocada com uma
terminologia explicita - “em palavras” — para tentarmos induzir o professor a se utilizar da
lingua materna, mas percebemos que a linguagem apresentada nas respostas é densa, tipica de
especialistas. Se essa linguagem for a mesma que o professor utiliza em sala de aula, ela
podera gerar incompreensdes por parte dos alunos.

Com relagéo a questdo 2 (Como vocé explica o limite infinito? E o limite no infinito?),
encontramos nas respostas a utilizacdo de termos que indicam movimento (6 professores) e
palavras relacionadas as condicdes para se trabalhar com o limite infinito ou limite no infinito.
Os professores deixam claro que é preciso o trabalho com certos valores. Boa parte dos
professores apresentou esses limites na forma “quando isso” — “aquilo” (5 professores). Com
relagdo a presenca de palavras novas para descrever esses limites, os termos mais utilizados
foram: arbitrariamente (3 professores), indefinidamente (1 professor), vai para o infinito (1
professor), crescem cada vez mais (1 professor), muito grande/muito pequeno, maior que
zero/menor que zero (1 professor). O que é esperado, pois lidamos com o infinito.

Quando refletimos sobre termos como “muito pequeno”, “menor que zero” —
pensamos nos infinitésimos que, segundo Cornu (2002), continuam vivos nas mentes e na
comunicacéo dos profissionais de matematica. E necessario destacar, no entanto, que essa
terminologia ndo ¢ familiar aos alunos e muitos deles ndo compreendem frases do tipo “cresce
arbitrariamente” ou “cresce indefinidamente”. Outros estudantes, como ressalta Robert (1982

apud CORNU, 2002), desenvolvem imagens de limites e infinito que se relacionam a
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equivocos associados ao processo de “chegar perto” ou de “grande crescimento” ou “indo
para sempre”.

O professor (P7) expressou o limite infinito e o limite no infinito da maneira mais
formalizada possivel. A impressao que temos ao ler o seu texto é de que ele fez a transcrigéo
de algum livro. Um professor ndo respondeu a questdo (P9). A palavra mais utilizada para a
explicacdo do limite infinito ou limite no infinito foi tendéncia - a que mais se repetiu nas

descricdes dos professores.

(P7) LIMITE INFINITO

Seja a um ponto de acumulagdo de B = Ee seja f: B — K. Diz-se que 0
limite de f em a é infinito, e denota-se lim,_., f(x) = o se, dado um niimero K
> 0 qualquer, existe um numero 6 = §(K) > 0 de modo que
0<|x-aj<d=f(x)=K

LIMITE NO INFINITO

Suponhamos que A = Etenha intersecdo ndo vazia com intervalos da forma
[r, ) e consideremos uma fun¢do f: A — E. Diz-se que o limite de f no
infinito é | €K, e se escreve lim.f(x) = I, se, dado um nimero € > 0
qualquer, existe um numero K = K(g) > 0 de modo que X
eEAxzK=>Ilf-1l< =

A definicdo acima significa que, se considerarmos no plano xy uma faixa:

| - e <y<I|+ ¢ ndo importa quao estreita ela seja, existe um nimero K > 0
de modo que, para X € (k, ), o grafico de f fica dentro dessa faixa.

(P4) O limite infinito significa que o valor da funcdo vai para o infinito.
Limite no infinito nds estamos interessados em calcular o valor da funcéo
guando o argumento vai para o infinito.

Percebemos, pelas respostas de alguns professores (quatro dos nove), que eles tém
maneiras parecidas para falar dos limites infinitos e limites no infinito. Eles falam ora de
pontos do dominio, ora do valor da funcédo - para explicitarem as diferencas entre um e outro
— de maneira invertida. Para explicitarmos isso, citaremos duas respostas desses quatro

professores:

(P1) Limite Infinito: Quando x se aproxima de um certo valor a o valor da
funcéo cresce arbitrariamente. Limite no infinito: Quando o valor da funcéo
se aproxima de um certo valor, digamos L, quando X cresce arbitrariamente.

(P2) O limite infinito significa que quanto mais préximo de um determinado
ponto, eu avalio a fun¢do maior é a imagem, superando qualquer valor pré-
fixado. J& o limite no infinito significa que a imagem da fung&o se aproxima
de um determinado valor quando avaliada em pontos arbitrariamente
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grandes.

Com relacdo as indeterminacbes, perguntamos na questdo 3: Com quais tipos de
indeterminagdo vocé trabalha? Os professores foram bastante especificos em suas respostas.
Todos eles, com excecdo de um professor (P9), escreveram as indeterminacgdes. Alguns deles
(dois professores) destacaram a forma como trabalham as mesmas. Um dos professores
afirmou que a escolha das indeterminacdes dependia do curso, que em alguns casos ele s

trabalharia em um curso da area de exatas.

(P8) As basicas. Considero interessante mostrar através de exemplos triviais
infinito sobre infinito e 0/0 pode ser qualquer nimero real.

(P1) Sempre interpretacGes através de exemplos. Todos 0s tipos. As mais
comuns 0/0 e oo/00. Qutros tipos oo - o, 0. oo, 1%, oo, 0°,

Com base nessas respostas, achamos mais facil apresentarmos os resultados em forma

de tabela.

Tabela 2: Indeterminagdes dadas como exemplos

Indeterminagéo Quantidade de professores
0
- 8 professores
Co
— 8 professores
¥ 4]
00 - 00 4 professores
0.00 5 professores
1 4 professores
o? 3 professores
Q° 4 professores
0® 1 professor
=
o 1 professor

equivalente a .00
Fonte: Santos (2013, p.291)

Para investigarmos como o professor lidaria com uma deducdo errada do aluno
relacionada aos infinitos, propusemos a questao 4 (Se um aluno afirma que infinito “dividido”
por infinito da como resultado um. Como vocé explicaria para ele que isso nem sempre
acontece?). Dos nove professores, seis afirmaram que explicariam a impossibilidade desse
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resultado por meio de exemplos. Dois deles afirmaram que “infinito ndo ¢ um numero” e
outros dois fizeram mencao ao fato desse quociente se constituir numa indeterminacéo.

Trés professores relataram a forma que trabalhariam com a relacdo
denominador/numerador para explicar melhor o porqué de ndo se efetuar essa operagéo.
Outros trés professores se utilizaram de outros elementos — entre esses, o professor P9 foi o

unico que falou, explicitamente, de conjuntos numéricos e suas possiveis operacoes.

(P5) Dando exemplos, mostrando situagfes em que a expressao pode ser
qualquer nimero pré-fixado.

(P9) Tomando como base a ideia de conjunto numérico e as operagdes
possilv_eis a partir das propriedades e operagoes estabelecidas pelos conjuntos
numéricos;

Para sabermos o que o professor universitario consideraria dificil de ensinar,
elaboramos a questdo 5 (Para vocé, qual a parte mais delicada no ensino e aprendizagem de
limite? Porque razdo?) e a questdo 7 (Quais dificuldades vocé apontaria como as mais
importantes que sdo observadas nos alunos no estudo de limite? Por que razdo?)

Na questdo 5, obtivemos as seguintes respostas:

v' Entender e/ou aceitar a ideia de proximo/aproximagao (2 professores);
v' O fato de o limite de uma funcdo num ponto poder existir mesmo que a
funcdo ndo esteja definida nesse ponto (1 professor);

v" O célculo do limite (1 professor);

<

A utilizacéo rigorosa da definigdo de limite (1 professor);
v' Relacionar grandezas muito “pequenas” e muito “grandes” (1
professor);
v" Anocdo de limite (1 professor);
v' Dar um significado/sentido para o conceito (1 professor).

E importante ressaltar que a grande maioria das dificuldades apontadas pelos
professores coincide com as dificuldades apresentadas pelos estudos que fizeram parte da
revisao bibliografica da pesquisa, mas ha outras dificuldades que ndo foram sequer citadas.
Jordaan (2005) encontrou, em pesquisa realizada com alunos, dados que coincidem com

algumas dificuldades apontadas pelos professores, tais como: os alunos acham que a funcao
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tem que estar definida no ponto para ter limite naquele ponto, se a fun¢do ndo for definida em

determinado ponto, ndo ha limite; acreditam que o valor da funcdo no ponto é igual ao limite

e pode ser encontrado pelo método de substituicdo.

Com relagdo as respostas para a questdo 7, elas foram tdo diversificadas que ndo foi

possivel elaborarmos uma sintese que abrangesse todas elas. S6 houve uma repeticdo — dois

professores consideraram a definicdo formal do limite como uma das dificuldades enfrentadas

pelos alunos. E para ndao perdermos essas “falas”, transcrevemos abaixo as respostas para essa

questéo.

(P1) A definicdo formal do limite é sempre uma dificuldade. Por que o aluno
tem dificuldade de fazer a conexdo da definicdo formal com a ideia
geométrica.

(P2) Do ponto de vista do professor, a linguagem e a formalizagdo prematura
sdo pontos que podem gerar dificuldades. Ja para o aluno o tempo é o
principal obstaculo, pois ele precisa amadurecer rapidamente em conceitos
que séo delicados.

(P3) E a mudanga do estatico “do ensino médio, para o movimento” do nivel
superior. Eles até aprendem as manipulagcfes algébricas, mas o conceito e
novas ideias e formas de abordar o assunto € que sdo mais delicados.

(P4) O entendimento das fungdes que aparecem no denominador e
numerador. Os alunos tém dificuldades de entender o comportamento das
fungdes e também de manusear algebricamente essas fungdes.

(P5) A maior dificuldade esta quando no célculo de um limite chega-se a
uma indeterminacdo, pois a tendéncia do aluno é aceitar expressdes do tipo
oofoo =1 o0 -0 = (.

(P6) Primeiro, a dificuldade de abstracdo de conceitos com que os alunos
chegam na universidade. E justamente por este conceito ser “novo” e muito
abstrato.

(P7) Definicdo de limite. Propriedades, exemplos adequados, demonstragéo
de teoremas. O material a ser aprendido pelo aluno nem sempre faz sentido.

(P8) Como falei anteriormente considero que na parte intuitiva os alunos néo
tém grandes problemas, talvez os maiores problemas sejam a manipulagédo
de expressoes algébricas e a interpretacdo de graficos.

(P9) Dificuldades na abstracdo da ideia matemética de limite e no didlogo
entre a representacdo grafica e sua respectiva representacdo
algébrica/aritmética. De certo modo, parece que a falta de conexao aparente
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entre as distintas linguagens dificulta a construcdo de significados para a
ideia de limite.

N&o encontramos nas respostas dos professores nenhum indicativo de que as
dificuldades dos alunos (ou o insucesso na aprendizagem) poderiam ter como causa — eles
proprios. Barbosa (2004), em seu trabalho com os professores, constatou isso também. A
causa do insucesso do aluno estaria — na visdo dos professores por ele pesquisados - centrada
no proprio aluno. Santos e Matos (2012) afirmam que os professores ndo citam como possivel
fator responséavel pelas dificuldades dos alunos as falhas dos docentes. Ressaltamos que nossa
pergunta teve foco no aluno, talvez se tivéssemos perguntado — qual a sua dificuldade em
ensinar — o professor teria apresentado outras respostas. Mas, é importante ressaltar que todos
eles percebem (de maneiras distintas) as dificuldades de se ensinar o conceito de limite.

Na questdo 6, perguntamos aos professores como eles explicariam para os alunos a

definicdo formal de limite:
0 < |x—pl=sd=2|flx)— Ll <e

Ao lermos as respostas, nés percebemos que alguns professores se limitaram a

“traduzir” a defini¢do (2 professores) do simbolico para a lingua materna.

(P2) Por menor que seja a vizinhanca de L que vocé escolher existe uma
vizinhancga de p tal que pra todo ponto x na vizinhanga de p temos f(x) na
vizinhanga de L.

(P7) Basicamente o significado da definicdo formal é este: Se o valor de x se
aproxima de p, entdo o valor de f(x) se aproxima de L.

Um professor ndo respondeu a questdo. Cinco professores explicitaram como
explicariam essa definicdo para seus alunos. E de se destacar que alguns professores

afirmaram trabalhar com diferentes tipos de registros como o gréafico e o algébrico.

(P8) Utilizo graficos e para mostrar o “dado épsilon existe um delta” faco
exemplos com varios valores de épsilon.

Outro aspecto importante foi o fato de dois professores ressaltarem a dificuldade dessa
definicdo formal chegando a afirmar que n&o trabalham com a mesma em um curso

introdutério.
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(P3) Esta é uma parte delicada. N&o tenho feito isso em Calculo 1, as vezes
para a matematica. Se tiver que fazer, exploro a visualizacdo e interpretagdo
geométrica e depois a manipulacdo algébrica.

(P5) A nivel de um curso introdutorio de calculo ndo considero a definicdo
formal; isto € ensinado em curso de fundamentos de analise.

Mastorides e Zachariades (2004) desenvolveram um trabalho com professores do
Secundario e concluiram que eles encontraram dificuldades relacionadas aos quantificadores e
um grande numero ndo compreendeu corretamente a relagdo entre épsilon e ng na definigdo de
convergéncia de sequéncias. Guerra (2012), ao entrevistar professores que trabalhavam com
esses conteudos para alunos ndo universitarios, encontrou essa mesma indicacdo de que a
dificuldade vem do fato do conceito ser bastante abstrato.

N&o queremos afirmar que os professores universitarios teriam dificuldades na
compreensdo da definicdo formal do limite, mas ressaltar o quanto ela é complexa — até
mesmo a sua “leitura” nao ¢ tarefa facil. Como entdo explica-la, traduzi-la de maneira que
seja compreendida pelo aluno?

Cornu (1983) destaca que embora matematicamente toda a nocdo de limite esteja
contida na sua defini¢do formal, hd uma lacuna entre a nogdo de limite como conceito e a
defini¢do da nocao de limite. Para ele, a ideia dinamica (tudo esta ligado ao “tender a”, ao fato
de “se aproxima de”) ndo ¢ passada por meio da definicdo — que é estatica. Essa definigdo
transforma o conceito em algo extremamente complexo que mistura infinito, ideia de
aproximagcéao, ideia de abordar algo sem atingir ou alcancar; em suma, a defini¢do transforma
0 conceito em um objeto de outra natureza, misturando quantificadores. Esse mesmo autor
destaca que os quantificadores “para todo”, “existe”, presentes na defini¢do formal de limite
tém seus proprios sentidos na linguagem do dia a dia sutilmente diferente dos sentidos
encontrados nessa definicdo (CORNU, 2002).

Abreu e Reis (2011) apontam nos resultados do trabalho realizado com alunos do
segundo semestre do curso de licenciatura em matematica, que a notacéo rigorosa tanto para o
limite quanto para a continuidade se revelou totalmente sem sentido para os alunos. Com
relacdo ao limite, os alunos deixaram as respostas em branco e nenhum participante
apresentou uma resposta considerada correta.

Ao focarmos a Histéria da Matematica na questdo 8 (Vocé utiliza Histéria da
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Matematica para ensinar limite? ( ) SIM ou () NAO. Em caso afirmativo, explique como é
feito) queriamos averiguar se o professor traria elementos da historia do desenvolvimento do
conceito de limite para refletir sobre sua pratica. Dos nove professores, quatro afirmaram que
utilizam a histdria da matematica e cinco que ndo utilizam.

Um professor foi contado tanto no sim quanto no ndo porque afirmou que fala sobre a
historia apenas nas aulas para o curso de matematica, nos outros cursos ele ndo menciona
porque “ndo tem surtido efeito”. Um professor ndo respondeu a questdo. Quatro professores

apresentaram a maneira como utilizam a Histéria da Matematica.

(P1) Sim. Apenas comento que o conceito formal é relativamente recente
através do matematico Weierstrass. Mas as ideias de limites ja vinham sendo
usadas ha varios seculos.

(P2) Néo. Acredito que o uso da Histdria, comparado a maneira como o0
limite foi definido inicialmente com o modo como € feito hoje, seja mais
proveitoso em um segundo contato.

(P3) Sim e ndo. Somente para a matematica falo sobre a histéria da
matematica. Tento mostrar como os conceitos evoluiram dependendo do
contexto em que estdo inseridos. Nos outros cursos falar sobre histéria da
matematica ndo tem surtido efeito.

(P7) Sim. E feito de modo que o aluno perceba que os estudos apresentados
ndo ocorreram em ordem cronoldgica.

(P8) SIM. Mostro através da histdria que a dificuldade deles em entender a
definicdo foi igual a da humanidade, pois da intuicdo a definicdo rigorosa
levou séculos.

Inicialmente percebemos que poucos professores se apoiam na Historia da Matematica
e, quando o fazem, é de maneira ilustrativa. Ndo percebemos, por parte deles, uma
compreensdo mais profunda da importancia do desenvolvimento da historia para refletirmos
sobre os obstaculos epistemoldgicos relacionados a determinados conceitos. Cornu (2002,
p.159) ressalta que é Util o estudo da histéria do conceito para localizar periodos de
desenvolvimento lento, as dificuldades que surgiram podem indicar a presenca desses
obstaculos, tais como: o fracasso em associar geometria com 0s numeros, a nogdo do
infinitamente grande e infinitamente pequeno, entre outros.

Ao lermos respostas como a do professor P8, percebemos que o seu trabalho com a
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historia estd na mesma perspectiva dos trabalhos desenvolvidos por Castro e Fernandez
(2011) que procuram, por intermédio da historia, a humanizacdo do fazer matematico. Isso
podera contribuir na superacdo da ideia do texto matematico monofénico. O professor P1, ao
destacar o nome de Weierstrass contribui, no nosso ponto de vista, com essa humanizacao e,
também, com a elucidacdo das vozes que se fazem presentes ou ausentes no texto matematico.
A referéncia a Weierstrass identifica uma dessas vozes. SO por meio da histéria seremos
capazes de perceber muitas outras vozes que “se perderam” até que a defini¢do final e formal

do conceito de limite se estruturasse.

O que os questionarios evidenciaram?

Quando os professores escreveram sobre o conceito de limite, deixaram explicitos
alguns elementos importantes. A grande maioria deles trabalha o conceito de maneira intuitiva
explorando a ideia dinamica do mesmo — isso se refletiu na escolha das palavras (aproxima —
foi a mais mencionada).

Um dos professores afirmou que trabalharia com nimeros e levaria o aluno a analisar
para quais valores a imagem da funcdo iria/tenderia a medida que esses valores se
aproximassem de um x = a determinado.

Com relacdo aos limites infinitos e limites no infinito, os professores modificaram sua
maneira de “falar” sobre cada um deles, mas eles mantiveram a ideia de movimento agora
explicitado pelo termo “tendéncia”. A maioria deles apresentou esse tipo de limite na forma
“quando isso — entdo aquilo” e utilizaram palavras tais como: arbitrariamente,
indefinidamente, crescem cada vez mais, etc. Nenhum professor mencionou — explicitamente
— que a maneira de “ler” a igualdade se modifica, mas deixaram essa indica¢do implicita na
maneira que escreveram sobre esses limites.

Um fato que chamou nossa atencdo foi a inversdo que alguns professores fizeram ao
falarem de limite infinito e de limite no infinito. Novamente, eles ndo foram claros com
relacdo & utilizacdo de mais de um registro, mas falaram de valores assumidos pela funcéo.
Chama nossa atencdo, também, o fato de os professores ndo falarem em x, em pontos do

dominio para valores arbitrariamente grandes; tdo pouco, em regides (ou intervalos) proximos
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aos pontos considerados.

A igualdade, ao mencionarmos os limites infinitos, também é lida como tendéncia e
ndo valor. Isso fica explicito na maneira como o professor apresenta os limites infinitos e
limites no infinito, mas serd que essa leitura, por si sO, garantiria a compreensdo desses
detalhes por parte dos alunos?

Com relacdo as indeterminacdes, os professores foram sucintos, eles afirmaram
trabalhar com as indeterminacGes mais comuns (ou triviais — e aqui podemos nos perguntar: o
que seria trivial para os alunos?); outros professores afirmaram que trabalham com exemplos

(dois professores) — mas, ndo deram nenhum desses exemplos. Um deles afirmou que mostra
. . - 0 , . S
que as indeterminacdes basicas ( 0 €2 ) podem ser qualquer nimero. Essas indeterminagdes
4]

chamadas bésicas foram as mais citadas pelos professores.

A parte considerada a mais delicada do estudo de limites pelos professores foi bastante
diversificada, mas girou em torno da compreensao do conceito. Apenas um professor afirmou
que o aluno tem dificuldade com o céalculo do limite. E outro afirmou que a dificuldade seria
dar um significado/sentido para o conceito.

Cada um deles apresentou uma dificuldade — desde a aceitar/compreender a ideia de
préximo, relacionar grandezas muito pequenas e muito grandes, a defini¢cdo rigorosa da
definicdo de limite e o fato do limite de uma funcdo num ponto existir ainda que a funcdo néo
esteja definida nesse ponto.

Pedimos aos professores que apontassem as dificuldades mais importantes observadas
por eles nos alunos com relacdo ao estudo de limite e que justificassem suas escolhas. SO
encontramos duas repeticGes nas respostas — a definicdo formal do limite foi apontada como
uma das dificuldades. E, também, a manipulacéo algébrica das funcdes e a compreensdo dos
graficos das mesmas.

Alguns professores afirmaram que ndo trabalhariam com a definicdo formal de limite.
Esse resultado é semelhante ao encontrado por Reis (2001) que apontou que alguns autores de
livros didaticos para o ensino de Calculo ou Anélise também rejeitaram um ensino de Calculo
fundamentado no conceito de Weierstrass de limite e continuidade.

Ao final do questionéario foi reservado um espago para que o professor — se quisesse —

falasse mais livremente. A questdo foi assim colocada: Fique a vontade para fazer algum
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comentario relacionado ao estudo de limites no Caélculo Diferencial. Trés professores
deixaram a questdo em branco, o que representa um terco do total. Seis professores
responderam e forneceram elementos significativos para refletirmos sobre a aprendizagem de

limite no Célculo.

(P1) Se o aluno entender corretamente o conceito de limite, ele est4 apto a
entender qualquer conceito do célculo.

(P2) No meu ponto de vista o professor deve ter em mente que o tempo que
o aluno leva para amadurecer certos conceitos esta diretamente relacionado
com a quantidade de contato gque ele tem com o conceito. Dessa forma, o
professor precisara incentivar, a0 maximo, este contato.

(P3) Se formos dedicar o tempo necessario para que 0s alunos apreendam o0s
conceitos, principalmente de limites, ndo conseguiremos fazer todo o curso
(derivada e aplicag®es, integral) com o tempo que sobra da disciplina.

(P4) E primordial o entendimento para o sucesso na disciplina, pois é o
divisor de aguas no Calculo.

(P5) A nivel de introducao é bom usar a calculadora para avaliar a tendéncia
do limite. Pode-se substituir na funcdo valores de x proximo do valor Xo,
para avaliar o que esta acontecendo com os valores da fun¢do no ponto
considerado.

E interessante perceber que na fala do professor P5 ha implicita uma estratégia para
minimizar dificuldades comuns dos alunos com relagdo aos termos — cada vez mais préximo,
arbitrariamente grande, etc. A simples utilizacdo da calculadora pode amenizar essas
dificuldades e outras que surgem quando os alunos se deparam com guestionamentos como do
tipo: quando dividimos um numero por outro muito grande, o resultado serd um nimero muito
grande ou muito pequeno?; quando dividimos um numero por outro muito pequeno, bem

proximo de zero, o resultado & um nimero muito grande ou muito pequeno?

Nossas Considerac6es

Procuramos, nesse artigo, contribuir para a reflexdo relacionada ao ensino e
aprendizagem do conceito de limite de uma funcéo pela perspectiva de quem o ensina. Para
tanto, buscamos os professores que ja trabalham ha algum tempo com o ensino de Calculo
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Diferencial e Integral porque acreditamos que essas dificuldades s6 poderdo ser superadas
com a participacdo dele.

Percebemos poucos elementos relacionados as suas praticas porque eles ndao foram
muito explicitos com relagdo as suas metodologias. Apenas um ou outro professor indicou a
maneira como trabalhava parte desse conceito em sala de aula. Ainda assim, conseguimos
verificar que a grande maioria dos professores defende o ensino do limite de maneira
intuitiva, mas ndo fazem mencdo ao trabalho com graficos, com tabelas, com o registro na
lingua materna, se mobilizariam diferentes metodologias para isso.

A palavra mais utilizada por eles para tratarem de limite é aproximacao. Mas, implicita
nessa palavra ha toda uma analise que precisa ser feita para compreendermos o que acontece
com as funcdes quando consideramos determinados pontos do seu dominio.

Ao analisarmos as palavras utilizadas pelos professores para falarem dos limites
infinitos e dos limites no infinito encontramos termos que ndo sdo nada comuns para NOSS0S
alunos tais como: arbitrariamente, indefinidamente, valores muito grandes ou pequenos, etc.
Falar de tendéncia ¢ falar de aproximacdes. O limite pode ser visto como um valor e como
uma tendéncia. A igualdade aqui merece destaque porque ha a forma explicita de se escrever
que o limite de uma fun¢@o “¢ igual a infinito”, mas que na verdade tem outro significado. A
leitura é outra: ha medida que um x do dominio da funcdo se aproxima de determinado valor
a, a funcdo (e aqui estamos falando da imagem dela) cresce arbitrariamente (infinitamente). Ja
sabemos que o infinito ndo é nimero, mas a maneira de escrever é a mesma tanto quanto o
resultado é um numero finito quanto estamos falando de tendéncia. Isso gera dificuldade de
compreensdo por parte do aluno, como indicaram os estudos que compuseram nosso estudo.

A outra leitura relaciona-se ao limite no infinito. Nesse caso, nosso x esta crescendo —
indo para valores muito grandes — e a funcdo (ou sua imagem) aproxima-se de zero. Aqui
encontramos outra dificuldade porque o aluno podera ter problemas em pensar sobre esse
namero muito grande. O que seria um numero muito grande? 100? 1.000? 1.000.000? Né&o
temos esse numero de maneira explicita, mas chegamos em um resultado finito (ou nulo).

Com relagdo as indeterminagdes, consideramos uma parte delicada do estudo de
limite, mas os professores (em sua maioria) ndo explicitaram a maneira que trabalham com as

mesmas em sala de aula. Nao ha nada similar as indeterminac6es nos estudos realizados pelos
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alunos até o ensino médio. Precisamos lembrar que levantar a indeterminacdo de uma fungéo
€ um método para encontrarmos a solucdo para o calculo do valor do limite de outra maneira,
mas compreender uma indeterminacdo € entender o porqué daquela situacao se constituir em
algo indeterminado. E preciso ter cuidado para que o aluno nio relacione a palavra
“indeterminado” com “sem solucao”.

Percebemos nas falas dos nossos informantes pouca mencéo a historia da matematica
em sala de aula. Fala-se dos conceitos, trabalha-se com eles de maneira
algébrica/procedimental — mas sem nenhuma referéncia ao desenvolvimento do mesmo — isso
podera contribuir para 0 apagamento das vozes que estariam por tras desse desenvolvimento.

As dificuldades mais importantes observadas pelos professores com relacdo a
aprendizagem dos alunos foram, entre outras: a definicdo formal do limite e a manipulagéo
algébrica das funcGes e a compreensdo dos seus graficos. Alguns professores afirmaram que
ndo trabalhariam com a definigdo formal de limite. Esse resultado é semelhante ao encontrado
por Reis (2001) que apontou que alguns autores de livros didaticos de Calculo ou Analise
também rejeitaram um ensino de Calculo fundamentado na definicdo de Weierstrass de limite
e continuidade. Guerra (2012), ao entrevistar professores que trabalhavam com esses
contetdos para alunos ndo universitarios, encontrou essa mesma indicacdo de que a
dificuldade vem do fato do conceito ser bastante abstrato.

Ao falarem da definicdo formal de limite, alguns professores utilizaram os termos
vizinhanga, aproximagdes. E, pela primeira vez, eles mencionaram trabalhar com mais de um
registro em sala de aula. Um deles chegou a explicitar que utilizava gréaficos para mostrar o
“dado épsilon”, “existe um delta”.

Chamou nossa atengdo a linguagem utilizada por alguns professores para explicar a
definicdo. Na nossa perspectiva, essa explicagdo ndo se constitui verdadeiramente em uma
explicacdo, mas em uma “leitura” da mesma. E, entdo, nos perguntamos: Que visdo o
professor universitario teria de explicacdo? Como seria para ele traduzir/decodificar o
simbdlico para o aluno?

Finalizando nosso artigo, gostariamos de enfatizar que acreditamos que algumas das
dificuldades apontadas aqui poderiam ser superadas se 0s professores trabalhassem

simultaneamente com diferentes registros. O que a parte algébrica ndo consegue “mostrar”
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pode ser facilmente visualizada por meio de gréficos que representam determinadas funcgdes.
As tabelas também séo de extrema importancia para o aluno compreender a ideia de tendéncia
- se elas forem trabalhadas com os graficos (ou com softwares). Ha também o registro na
lingua materna que acaba sendo ignorado por muitos. Parece ndo haver “espago” para
trabalharmos com a escrita nas aulas de matematica.

E fundamental que outros estudos tenham a pratica do professor universitario como
objeto de pesquisa. A grande maioria dos trabalhos que compuseram a revisao bibliografica da
nossa investigacdo tiveram como foco o aluno e suas dificuldades identificando-as ou
propondo estratégias para o ensino de determinado conceito. O professor universitario néo
aparece nesses trabalhos, aquele que prop@e a intervencdo costuma ser o proprio pesquisador.
Alguns trabalhos, como os de Barbosa (2004), Mastories e Zachariades (2004) e Guerra
(2012), trazem elementos para pensarmos sobre a percepcdo que o professor tem das
dificuldades dos alunos.

Para concluir, inferimos que h& uma série de estratégias que precisam ser
implementadas para que novas reflexfes sejam feitas com relacdo a dificuldade do aluno em
aprender o conceito de limite, sem esquecermos que seria — de suma importancia — a
participacdo efetiva do professor universitario. Um trabalho colaborativo de professores de
matematica com professores de educacdo matematica seria, no nosso ponto de vista, um

caminho para a aprendizagem e partilha dessas vivéncias e desses olhares.
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