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RESUMO

Nesse trabalho, inicialmente, levantamos algumastdas tedricas relacionadas a demonstracao
a fim de compreender melhor o raciocinio de prafiesssubmetidos a formacdo continuada a

respeito de demonstracdo. Em seguida, apresentamastudo de caso, em que observamos
dois professores em formacgao cujo foco era o estagwovas e demonstragcdes em geometria. A
analise dos dados coletados mostra que os proésssaieitos da pesquisa, tém dificuldade em

levantar as informacdes dadas no enunciado de urpagicdo mateméatica e o reconhecimento

de elementos cruciais, como hipotese e tese, gquieisdamentais para o processo de construcao
de uma demonstragéo.

Palavras-chave:Demonstracédo. Formacéao de professores. Hipotesedieorema reciproco.

PROVE AND DEMONSTRATE: A THORN IN THE PROCESS OF
TEACHING AND LEARNING OF MATHEMATICS

ABSTRACT

In this work, initially, we raise some theoreticpiestions related to the demonstration in order to
better understand the reasoning of teachers swdamitor continuing education about
demonstration. Next, we present a case study, ithmve observe two teachers-in-training
whose focus was the study of proofs and demonstigtin geometry. The analysis of the
collected data shows that teachers, research ssithjave difficulty getting the information on
the statement of a mathematical proposition anddbegnition of the crucial elements, such as
hypothesis and theory, which are fundamental tgtbeess of building a proof.
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Introducao

Nos ultimos anos vimos sofrendo com uma “sindromeindediatismo”, isto é, uma
ansiedade por resultados imediatos. Tudo que seufae pensa deve gerar um resultado pratico
e imediato. Essa busca por resultados é sentidasalas de aula quando o professor de
matematica busca desenvolver os conteudos e depafi@quentemente, com questdes do tipo:
para que serve isso? Quando utilizaremos e de @uea? O aluno sente a necessidade de
enxergar, quase que instantaneamente, uma apliqa&@ o0 que estqd aprendendo. Esse
sentimento € apoiado pelas teorias que defendemapreadizagem contextualizada no sentido
de propiciar uma aprendizagem com mais significedma os alunos. E inegavel que esse
aspecto de contextualizar contetdos pode torngrendizagem mais atraente, além de dar
sentido a diversos contetdos. No entanto, existenpog de educadores matematicos
preocupados em resgatar o ensino da matematica uemse utilizam também provas e
demonstracdes nos ensinos fundamental e médio. poriéncia atribuida a provas e
demonstracdes nos ultimos anos levou a uma vaBeatagesquisas nessa area. Tal fato pode ser
observado pelo numero de trabalhos apresentadoscasmgressos internacionais, artigos
publicados em revistas de renome, pelas teses dwrddo relacionadas a provas e pela
quantidade de visitantes ddNéwsletter on Prodf como confirma Balacheff (2008) em seu
artigo.

As dificuldades relacionadas a provas e demonssag@o inimeras e vao desde o reco-
nhecimento de uma demonstracdo em um livro de nddiisan(ALMOULOUD, 2006), a identi-
ficacdo dos dados que fazem parte da hipotesdeseam uma proposicéo, até identificar se a
proposicao possui condi¢cdes necessarias e suésieNb que se refere a construcdo de uma de-
monstragdo, os problemas se intensificam e conrginsento da questao: como realizar uma
argumentacado por meio de relacdes construidas deiraaoerente que, de fato, comprove o

que se deseja, utilizando os dados da proposicéouesos matematicos conhecidos. Nesse tra-
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balho, inicialmente, levantamos algumas questd@@gtes relacionadas a demonstracdo a fim de
compreender melhor o raciocinio dos professoremestibos a formacédo continuada a respeito
de demonstracdo. Em seguida, realizamos um eseidasb observado a partir de atividades
realizadas por um grupo de professores participad#gesa formacao que tinha como um de seus
objetivos incentiva-los a incrementar sua praticeetite a partir de atividades que propiciassem
a reconstrucdo de saberes relacionados a contmaematicos das séries finais do ensino fun-

damental que séo passiveis de demonstracao.

Provas e demonstragdes: concepcgdes e diferentesfosrde vista

Muitos trabalhos buscam uma melhor compreensao abioadinio logico e das
demonstracbes em matematica. Consideramos, usualman demonstracdo como um
procedimento de validacdo que caracteriza a Matemae a distingue das ciéncias
experimentais, além de ocupar um lugar de destagasa disciplina. Em nossas pesquisas,
adotamos a distincdo entexplicacdo prova e demonstracacsegundo Balacheff (1982). A
explicacdositua-se no nivel do sujeito locutor com a finadid de comunicar ao outro o carater
de verdade de um enunciado matematicexpglicacao reconhecida como convincente por uma
comunidade, adquire um estatuto social e cong@uima prova para esta comunidade, sendo a
proposicao “verdadeira” ou n&o. Asrovas sdo explicagbes aceitas em um determinado
momento, podendo ter o estatuto de prova parandiei@do grupo social, mas nao para um
outro. Quando a prova se refere a um enunciadonmasiteo, Balacheff (1982) denomina,
somente neste caso, de demonstrag®.demonstracdoesao provas particulares com as
seguintes caracteristicas:

. sao as Unicas aceitas pelos matematicos;

. respeitam certas regras: alguns enunciados samemados verdadeiros (axiomas),

outros sdo deduzidos destes ou de outros antentendemonstrados a partir de

regras de deducao tomadas em um conjunto de fégiess;
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. trabalham sobre objetos matematicos com um estiatco, ndo pertencentes ao

mundo sensivel, embora a ele facam referéncia.

Balacheff (2004) discute diversas perspectivas &g matematica no processo de
ensino e aprendizagem e confronta as afirmaco&eddlliers (i) e Hanna e Janke (iixgud
BALACHEFF, 2004, p. 13), segundo os quais a prewa as seguintes funcoes:

(i) verificacéo, explicacao, sistematizacéo, desdabe comunicacao;

(ii) construgdo de uma teoria empirica, exploragécsignificado de uma definicdo ou
das consequéncias de uma hipotese, absorvendotamofeo em uma nova estrutura
que permite uma nova percepgao.

Balacheff (2008), em uma perspectiva epistemofggiargumenta ainda que a
racionalidade é a base de qualquer processo da.pkderma como vemos a racionalidade em
geral e sua relagdo com a matematica em partiéulan ponto chave para a compreensédo de
pesquisas relacionadas a demonstracdes, pois psa@aeitar que provar depende do conteudo e
do contexto. O autor afirma, ainda, que a compr@vag uma verdade ndo pode ser realizada da
mesma forma no dia a dia, no direito, na politita,filosofia, na medicina, na fisica ou na
matematica. Nao utilizamos as mesmas regras eiasitgara tomadas de decisdes nos diversos
contextos em que estamos envolvidos. Essas regrateros podem dar origem a opinides,
crencas e conhecimentos, que em todos esses cstfos cgganizados numa estrutura que
permite o raciocinio e a tomada de deciséo.

Encontramos trabalhos como o de Hanna (2008), ensguliscute a tese de Rav (1999,
p.5-41), cujas ideias principais estdo relacionadasenca de que as demonstracdes fornecem
importantes elementos para a matematica comoégtiate métodos; para o autor, “provas mais
do que os teoremas sdo os alicerces do conhecimestimatico” (nossa traducdo). Esses
autores consideram que realmente existe um consatigomatematicos, filésofos e educadores
matematicos de que as demonstracdes sdo, paremdtiah, sua parte mais importante, uma
vez que a demonstracao é que estabelece a vatidadea afirmacdo matematica. Eles afirmam
que Rav, sem duvida, concorda com isso, mas afjeaxiste um aspecto da demonstracdo que

ndo se di a devida atencdo, e que a importancidennstracdo vai muito além de se
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estabelecer uma verdade matematica. Nesse samtidodemonstracao tem valor ndo sé porque
comprova um resultado, mas também porque pode empagsnovos métodos, ferramentas,
estratégias e conceitos que tém uma aplicabilidaaie ampla em matematica e aponta novas
direcbes matematicas. As demonstracdes sao indidpan para a ampliacdo do conhecimento
matematico; o simples ato de planejar uma provatriboin para o desenvolvimento da
matematica. As demonstracbes produzem novas vis@agematicas, novas ligacdes
contextualizadas, e novos métodos para resolvéigmas, dando a elas um valor muito além
de comprovar a veracidade de proposicoes.

S&do0 muitas as pesquisas que tratam dos aspecttFicbhis e epistemolbgicos
relacionados a natureza e as funcbes da provaderdanstracdo em matematica. Esse tipo de
pesquisa constitui um foco tradicional de pesqggea propiciou uma série de contribuicdes
nesse campo. Balacheff (2008) discute outra petispegue tem como foco a relacdo entre os
aspectos epistemolégicos e cognitivos. Nessa peigpeo foco € o aluno como um sujeito que
enfrenta o problema da demonstragcdo em sua atevidexdematica. A transposicéo didatica da
demonstracdo em matematica para a sala de aulddisnalvos: enfatizar as dificuldades dos
alunos e propor novas estratégias de intervenc@&osieo.

Ainda, nessa perspectiva histérica e epistemadddiss discussdes a respeito de demons-
tracdo, encontram-se os estudos de Mariotti e Bath¢2008) que discutem as semelhancas e
complementacdes de questdes relacionadas a deagdresty chamando a atengao para o fato de
que a demonstracao vai muito além da verdade muabtentue se deseja comprovar. Os autores
consideram o estudo de Hanna e Barbeau que aoneglita a ideia chave da tese de Rav poderia
ser aplicada em sala de aula com sucesso. O artuprancipal ndo diz respeito a generalidade
dos processos de demonstracdo, mas a especifiddackytas demonstracdes e suas potenciali-
dades de prover os estudantes com importantes igsm@atematicos como estratégias e méto-
dos para resolucdo de problemas. Os autores tarobdmantam a nocao de transparéncia que
esta relacionada a falta de conhecimento a respeitécnicas de demonstragfes ou ideias-chave
de demonstracdes e estratégias de demonstractas, @inda, Jahnke, que foi quem elaborou a

distincdo entre teoremas “abertos e fechados”. @issacédo descreve a flexibilidade com a qual
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matematicos tratam o conjunto de hipéteses naitigsal do teorema, dentro de novas areas da
matematica. Tal distincdo nos possibilita compreeradgumas interpretacdes equivocadas do
enunciado de teorema como a “confusdo” entre adigies necessaria e suficiente que so é
reconhecida com facilidade quando a expressédo &enente se” faz parte do enunciado. As-
sim, buscamos em nossa pesquisa proporcionar po deuprofessores em formagéo continuada
um ambiente em que a demonstracao fosse tratadesselponto de vista, levando-os a desen-
volver algumas técnicas de demonstracao, métogoscedimentos para a resolucdo de proble-

mas.

Provar e demonstrar proporcionam a construcao de gnificado

Desenvolvemos um projeto junto a 15 professore®dea publica e particular da cidade
de S&o Paulo intituladoO raciocinio dedutivo no processo de ensino e apragem da
Matematica nas séries finais do Ensino Fundameiitalta-se de professores preocupados com
a sua pratica pedagogica e que gostariam de inotéfge porém ndo sabiam como fazé-lo.
Dessa forma, eles se dispuseram a participar cahumtarios de uma pesquisa a respeito do
raciocinio dedutivo, em que, por meio de uma fodoagontinuada, vivenciaram certas acoes e
puderam reconstruir suas concepcdes sobre provanendtracdo. O trabalho realizado
direcionou-se em quatro fases: a andlise epist@italéda nocdo de demonstracdo em
matematica; a analise de processos de ensino epmmd&Zzagem envolvendo provas e
demonstracdes; a analise de concepgfes de eswéantefessores a respeito de demonstragédo
(incluindo suas dificuldades e obstaculos relaglosaa sua evolu¢cdo em termos de raciocinio
dedutivo) e da analise das condi¢cfes da realizefgdiva da formacao de professores do Ensino
Basico participantes do projeto.

Nosso projeto de pesquisa foi norteado pelas stguatapas:

1. Diagnosticar concepc¢des iniciais dos professorespquticiparam do processo de

formacdo em situacbes envolvendo provas e demgdssapor meio de mapa
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conceitual e entrevista estruturada.

2. Com base nos resultados e nos estudos didaticempi®gicos, elaboramos um
conjunto de situacdes que foram desenvolvidas prafessores.

3. Orientamos os professores na elaboracdo, analpéoacao de um conjunto de
atividades que foi desenvolvido com seus alunosesse sentido, realizamos
discussfes para esse processo tanto de modo paksgnanto em um forum em
ambiente virtual.

4, Diagnosticamos possiveis mudancas de concepcdespeatica pedagogica dos
professores, por meio de mapa conceitual, entesvesstde acompanhamentos em
sala de aula e no ambiente virtual.

5. Analisamos as producdes escritas e orais dos portsse 0s testes aplicados aos
seus alunos, fazendo usosidgtwarede tratamento de dados estatisticos.

6. Analisamos o papel do raciocinio dedutivo nas amgeds de alguns livros
didaticos de matemética do Ensino Fundamental |l.

Essa formacdo, que ainda perdura com outra tematiceonstituida de encontros
semanais com duracdo de trés horas. Nesses erszomtnomembro do grupo de pesquisa
coordena os trabalhos que séo realizados indivitkrate, em duplas ou em trios. Geralmente os
professores recebem o material fotocopiado com lgmus a serem resolvidos. Também
ocorrem momentos em que a formadora interage cgmipmo, discutindo e colocando na lousa
resultados do que se havia tratado no materiaegur Vale destacar que os professores
participantes dessa pesquisa possuem licenciatur@aematica ou uma complementacao que
os habilita a lecionar. Nesse projeto adotamos roxipios da pesquisa-acdo, pois ele foi
concebido em estreita associagdo com uma acaomuwaaesolucdo de problema coletivo em
que, tanto os pesquisadores quanto os professarésigantes, estdo envolvidos de modo
cooperativo ou participativo (THIOLENT, 1998).

Conforme apontado anteriormente, discutimos alguquesstdes a respeito de provas,
llustrando-as com resultados obtidos a partir deestigagdo com o0s professores que

participaram dessa formacao continuada na etaptiveeho resgate da prova e da demonstracao
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em sala de aula. No decorrer do projeto, os professrealizaram atividades que tinham por
objetivo favorecer a compreensao do significaddetaonstracéo e de seu papel no ensino, com
0 proposito de incentiva-los a integrar provas matestracdes ao processo de formacéo de seus
alunos, “ajudando-os a restituir a historicidade mleva, de demonstracdo e de rigor
matemaético” (GOUVEA, 1998, p.1).

Nessa pesquisa, 0 estudo de caso propiciou-nos obtdados para a nossa questao,
considerando-se que essa modalidade “[...] € recgavel para a construcao de hipoteses, para
confirmacdo ou reformulacédo do problema e, sobeetgdando se quer estudar algo singular,
que tenha um valor em si mesmo” (FIORENTINI; LOREND, 2006, p.109-110). Vale
mencionar que o estudo de caso segue uma aboradpgditativa e busca retratar a realidade de
forma profunda e completa. No presente trabalhanwis observar as dificuldades de um
professor do Ensino Basico em identificar se unogp@sicdo corresponde ou ndo a um teorema
reciproco e sua habilidade em reconhecer a hipétesese em uma afirmacdo matemaiiea
estudo, evidentemente, contribuird na busca deostsp para as discussbes relacionadas ao
raciocinio dedutivo que envolve professores derenBasico. Durante a sessdo em que ocorreu
a atividade que sera descrita a seguir em detatioesamos com a presenca de professores
observadores, além de audiogravacao.

Passaremos a descrever um pequeno trecho de ursesgéss em que 0s professores em
formagcdo mostraram néo ter clareza das diferengs teorema, lema, corolério e teoremas
reciprocos, isto é, aqueles que possuem as cosdiggeessarias e suficientes. Aléem disso,
podemos estender a discussao afirmando que muitogsasomente reconhecem uma afirmacao
como teorema se ela estiver redigida na forma.“sentao”.

Nessa sessdo (que faz parte de um conjunto deesega@ tem como objetivo uma
iniciacdo a demonstracdo em geometria) estavameriessdois formadores que indicaremos por
F1 e F2 e os professores que se manifestaramiderdéiicados por P1, P2 e P3.

Apds uma breve retomada do que foi discutido nadsesnterior, F1 inicia a sessao
registrando na lousa: “Todo ponto que pertence diattez de um segmento € equidistante das

extremidades desse segmento”.
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P1 diz que na oficina anterior provou-se que gualgonto P que equidista das extremidades de
um segmento AB é a reta mediatriz m.
F1 corrige oralmente o que foi dito pelo professmguanto F2 registra na lousa:
* Qualquer ponto P que equidista das extremidadasnt segmento pertence a mediatriz desse
segmento.
F2 pede para que um dos dois professores ausent®sseao anterior repita o que havia sido
discutido para conferir se o relato foi compreeadgidr eles.
P2 explica com a ajuda de F1, que escreve na lousa:
* Se P pertence a mediatriz m de um segmento ABg éh&equidistante de A e B.
 Se P é equidistante de A e B, entdo P pertencalaimz m do segmento AB.
F2 pergunta se as duas afirmacdes podem ser caatagdeeoremas reciprocos e, como nao ob-
teve resposta, afirma que sim, uma vez que ja folemonstrados.
F2 indaga o que significa um teorema ser o rec@pdE outro. Como 0s presentes ficam em
dvida, F2 pergunta qual é a hipétese em cada caso.
P3 responde que no primeiro caso, a hipétesélarPe que a tese é: a distancia de P até A é
igual a distancia de P até B.
F2 registra a tese: PA = PB, mas F1 observa gesecade P3 refere-se a distancias.
F1 complementa o registro da tese: d(P,A) = d(P,B).

Sobre o segundo teorema, P1 diz que a hipétese=eHB\e a tese B m.

P3 pergunta sobre a notacdo de medida e P1 permyugité a diferenca entre PARA . F1 rea-

liza as explicacdes necessarias.

F2 pergunta a P2 o que significam teoremas reaproc

P2 responde que a hipotese de um € a tese doeowitre-versa.

P3 pergunta se teorema é o0 mesmo que propriedhdesponde que sim.

P3 pergunta o que sao corolarios. F2 responde aueansequéncias de teoremas e, completa

ainda, que o lema prepara o teorema.
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F1 complementa a explicacdo dizendo que lemas eguwepos teoremas e que, ao demonstrar
um teorema, alguns resultados sdo imediatos. Estegtituem os corolarios que também séo
teoremas e também sdo demonstraveis.
F2 escreve na lousa:
* Se dois angulos séo opostos pelo vértice, ent&satecongruentes.
* F2 pergunta a P2 sobre qual seria a proposicdoroeei e ela responde:
* Se dois angulos séo congruentes, entao sdo opastogértice.
F2 pergunta quais sédo as hipdteses e teses nosadois e registra na lousa as respostas forneci-
das.
1°) Hipotese:AOB e cOD s&o opostos pelo vértice (0.p.v)
Tese:AOB =COD
2°) Hipotese:AOB =cOD
Tese:AOB e COD S&0 0.p.V.
F1 pede uma prova.
P1 responde com um contraexemplo no qual apredergagédngulos congruentes, mas que nao

sao opostos pelo vértice (figura 1).

Figura 1

F1 pergunta se vale a volta do teorema, dizendoagueémeira afirmacéo € verdadeira, mas a
volta ndo é um teorema.
F2 conclui que nem todo teorema tem reciproco.

P3 pergunta se é teorema somente quando tem aidalia.
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F1 responde que nao.

F2 pergunta como ficaria a redacédo de um teoresea eeciproco usando o simbela

P1 diz: P pertence a mediatriz m de um segmente B somente se, P é equidistante de A e
B.

P3 pergunta como se deve chamar este Ultimo teaesmaxistiria um nome especial.

F2 responde que tanto os teoremas independenteas aqueles que tém ida e volta, sdo teore-
mas.

F1 pergunta como fica o registro na linguagem slich@ escreve:

Seja m a mediatriz des, PO m < PA = PB.

F2 apresenta outro registro:

POm=pPA=PBOPA=PE=POmM

F2 comenta que, em sala de aula, como o professoicia “se, entdo”, o aluno entende como

reciproco.

Nessa descricdo ficou evidente a dificuldade dgena professores tém em identificar,
nas informacgdes contidas no enunciado de uma pgdmosatematica, os dados que se referem
as hipoteses e o fato que realmente se deseja @aanpbessa forma, também ndo conseguem
perceber de imediato se a proposicao possui coesliggcessarias e suficientes, o que caracteri-
za um teorema reciproco. Tal fato pode ser obsemadiialogo entre os formadores e professo-
res a respeito da proposi¢amdo ponto que pertence a mediatriz de um segmeeiguidistan-
te das extremidades desse segmenteg foi subdividida em duas outras usando-se eessfo
“se, ... entdo”'Se P pertence a mediatriz m de um segmento ABpdnte equidistante de A e
B.” e“Se P é equidistante de A e B, entdo P pertencediatriz m do segmento ABEssa no-
va forma de redacdo deu visibilidade as condic@esgsaria e suficiente da proposicdo em
questdo. No final dessas discussfes, quando unfodosadores indaga o0 que vem a serem

d remas reciprocos, um dos professores afirma, poy deeuma fala simples, porém com
convicgdo:“a hipétese de um € a tese do outro e vice-ver€dm relacdo a outra proposicao
“se dois angulos sao opostos pelo vértice, entée sfio congruentesg construcao da proposi-

céo reciproca possibilitou que um professor elaseraim contraexemplo. Esse contraexemplo
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registrado na lousa mostrando dois angulos rests,6, congruentes e que ndo eram oOpostos
pelo d idce, tornou evidente para o grupo que a proposiéacera verdadeira. Sendo assim, a
proposicao em questao ndo poderia ser consideoada @m teorema reciproco.

Retomando ao nosso estudo, ele vem reforcar ormmnjie dificuldades preliminares que
esses professores possuem com relagéo aos elerass¢ogiais de uma demonstracdo, como o
reconhecimento do conjunto de dados conhecido®téEp) e 0 que se pretende comprovar
(tese). Nesse trecho da sessdo que relatamosoamiemie, observamos que a proposicao
relativa a geometria foi enunciada sem a famoseaesgfo “se e somente se” que caracteriza 0s
teoremas reciprocosQualquer ponto P que equidista das extremidadesude segmento
pertence a mediatriz desse segmentd’.fim de que essa propriedade fosse mais bem
compreendida e, também, para que os professoressrrd ver que ela poderia ser enunciada de
outra forma, um dos formadores pediu para quegstreassem na lousa as seguintes afirmacdes:
“Se P pertence a mediatriz m de um segmento ABoeRté equidistante de A e B. Se P é
equidistante de A e B, entdo P pertence a mediairido segmento AB’Esse novo registro
permitiu que os professores reconhecessem expsespi® lhes sdo mais familiares (“se
...,entdo”) e o0s remetessem as ideias de condigizEssarias e suficientes. Essa nova redacao
sugerida pelos formadores viabilizou uma discusadoespeito do que seriam teoremas
reciprocos. Notamos que 0 grupo ndo se sentiasggua afirmar que as sentencgas anteriores
compunham um teorema reciproco, o que levou, ent&odos formadores a questionar qual
seria a hipotese em cada caso. Tal procedimentsibddeu uma melhor compreensao do
enunciado, levando um dos formadores a questiogaeceria um teorema reciproco e um dos
professores, agora ja se sentindo mais segurammésple forma coloquidla hip6tese de um é
a tese do outro e vice-versaA discussdo foi adiante, esclarecendo-se 0 queles@as e
corolarios.

Dando continuidade a atividade, um dos formadosesegeu na lousa: “Se dois angulos
sao opostos pelo vértice, entdo eles sao congrliekt® seguida, pergunta ao grupo qual seria a
proposicdo reciproca e um dos professores com asgurafirma: “Se dois angulos séo

congruentes, entdo sao opostos pelo vértice”. Belwso, os professores identificam a hipotese
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e a tese de cada uma das proposi¢cdes e um doglfoasas registra na lousa. O passo seguinte
foi indagar quais seriam as respectivas provas.ddmprofessores sugere a representacao de
dois angulos retos, conforme registrado na nosszrig@o em que eles sdo claramente
congruentes, porém nao sao opostos pelo vértiaa. €se contraexemplo, um dos formadores
esclarece que a primeira proposicdo € valida, masegunda ndo é, o que ficou evidente com
o desenho dos angulos retos. Dessa forma, o grapmeh®e que nem todo teorema possui
reciproco, mas, mesmo assim, ainda surge uma dd¥etaema ndo é sO quando tem ida e
volta?” Um dos formadores afirma categoricamente w@o e mais adiante completa que tanto
teoremas independentes quanto aqueles que posdlene ivolta sdo teoremas. Para
complementar essa discusséo, um dos formadoregairaeno ficaria a redacdo da proposigcéo
inicial (“Qualquer ponto P que equidista das extdamles de um segmento pertence a mediatriz
desse segmento”) utilizando o simbgoque é uma representacdo mais familiar para o grupo
quando se trata de teoremas “com ida e volta”. Al#sso, apresentou mais duas opcdes de

registros dessa mesma proposicao utilizando apanksguagem simbdlica envolvendo os

simbolos, =, =, =, Oe AB para segmento de reta. Assim, discutimos teoreetdsrocos,
teoremas independentes e seus possiveis regigiestrade resultados da area de geometria.
Julgamos oportuno resgatar outra pesquisa realizath professores e que também é
relacionada a dificuldades preliminares de demag&tr, em que o0 grupo de pesquisadores
d lisando alguns livros didaticos brasileiros, edim@té os anos 2000, observou que a de-
monstracdo em matematica no Ensino Fundament#doélirzida no conteudo relativo a geome-
tria, que em geral encontra-se no final do livrs. gPofessores, por considerarem dificil a ques-
tdo da demonstracédo, muitas vezes optam por ni@o tlesse assunto. Nos registros anteriores
observamos, de forma nitida, como as dificuldadesecam ja na identificacado da hipotese e da
tese. Antes de se iniciar uma demonstracao, ésprési clareza do que se possui como dados e
0 que queremos de fato comprovar, para entdo delsenmos uma demonstracdo que nos leve
a comprovar a afirmacdo enunciada. Com relacacas afificuldades iniciais relativas ao pro-
cesso de realizacdo de demonstracdes, Almoulowb)2lhscutiu as no¢des que alguns profes-

sores da rede publica do Estado de S&o Paulo mossuespeito de teoremas e demonstracdes
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gue aparecem nos textos didaticos voltados paensisos fundamental e médio em pesquisa
realizada junto a professores participantes de nojetp. Nessa pesquisa, 0s professores recebe-
ram alguns livros de matematica utilizados nassémais do ensino fundamental e realizaram
uma atividade que consistia em identificar em urtotenatematico uma demonstracao, tarefa
essa gue exigiu varias discussfes e embates sgbeeseria uma atividade envolvendo demons-
tracdo. Concluiu-se que os professores envolvigssentrabalho ja tinham dificuldade para re-
conhecer uma demonstracdo em matematica. Essaldhiite foi observada quando se pediu aos
professores que fizessem uma busca aleatériavros tlidaticos por meio de uma visualizacao
de formato de texto matematico. Em geral, elesidatn-se em textos com figuras como potes,
balancas, no sentido de que uma explicacdo execaplE com situacdes concretas deveria a-
proximar-se ou, efetivamente, ser uma demonstra@aa esses professores, a demonstracao
esta ligada a uma contextualizacdo, ou seja, aacdes propostas devem ser atreladas ao
contexto da crian¢a para que o fato matematicorse tompreensivel. Essa pesquisa ainda nos
revelou a grande preocupacdo atual de se dar utdeseuratico a tudo que se faz em
matematica, transparecendo que sé tem valor o gpede aplicar de imediato numa situacao
cotidiana. O compreensivel passa a ser apenas agjuel pode ser usado no dia a dia. Esta
concepcdo da matemética, mais especificamente alaegea, vem ao encontro da ideia de
Bernard Parsysz(2000) que identificou diferentesstide geometriasomo mosre a figura 2.
Parsysz (2000), estudando os processos e mecanisfao®nados com o ensino e aprendiza-
gem da geometria no Ensino Fundamental, proposalmsaificacdo que considera os objetos
em jogo, fisicos ou tedricos e os modos de valigggderceptivo ou dedutivo. Essa classificacéo
€ &-Geometria Concreta em que os estudos geométrdmpseslizados a partir de atividades
concretas como maquetes, plantas e dobradugaSe@metria Espaco-grafica em que ainda se
confunde Geometria e realidade; em que os alundsnpaonjecturar e fazer constatacbes de
propriedades empiricamente. Este autor classifitéaaa Geometria Axiomatica como Geome-
tria Proto-Axiomatica (@ e Geometria Axiomatica @& Em G, ocorre a concepgdo de um
dquema da realidade em que as definicbes fazendsenbs resultados passam a ser valida-

dos com técnicas dedutivas.
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Figura 2: diferentes geometrias
Geometria Nio-axiomatica Geometria Axiomatica
G0 Gl G2 G3
Geometria R Geometria Geometria Geometiia
Concreta b "| Espaco b "1 Froto- B " Axiomatica
Grafica ami omatica
Ohietos fisicos Ubjetos tedricos
Walidagdes Validagdes
perceptivas
Hivel Mivel Mive Hiwel 3 Hiwel 4

Fonte: adequacéo feita por Alexsandra Camara ME&HeK, p.73)

No nivel G, a figura construida em;Gem statusde figura genérica e a dedugéo é
reconhecida como ferramenta de validacédo no imtdaaum sistema axiomatico. Em,®ao se
faz referéncia a realidade e a Geometria é totdbrexplicada (ou abstrata). Trabalhando ejn G
o0 aluno é capaz de situar-se nos diferentes sistari@maticos, bem como compara-los.

Ainda segundo o autor, do ponto de vista didaticalistincdo entre essas geometrias
aparece nagupturas de contrato didaticoque se produzem entre uma e outra, mais
precisamente, na passagem d¢ea&, em que a materialidade dos objetos em jogo (meadei
papel, palha, ...) tem um papel importante nosgasas de ensino e aprendizagem de conceitos
geomeétricos; na passagem deaG>, em que se d id na largura dos tragos e dos pontos, e a
justificativa das propriedadesd id-se na percepcao; finalmente, na passagem,de & em

que a validacao das propriedades apoia-se na axiama
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Parsysz (2000) considera que a articulacdo entrévess G e G, isto €, a gestado do
salto conceitual entre elas, sdo elementos esgenaigproblematica do ensino da Geometria no
Ensino Basico, em que devemos fixar os conceitopgme fazer sua articulacao.

A analise do desempenho dos professores nas akgdgue propusemos mostra que
esses docentes parecem estar ainda na GeometriaxN&watica, o que nos alerta sobre a
importancia de integrar em uma formacao continuadaicial uma reflexdo a respeito da

limitacdo das validac6es empiricas e de questmeaidéncia da figura.

Consideracoes finais

Nessa linha de dificuldades relacionadas as demagdsts estudadas no Ensino, Heinze
(2008) realizou pesquisa referindo-se a experiérigaensino realizadas com alunos na faixa de
13 a 15 anos em Taiwan e na Alemanha. Julgamoagyddiculdades apontadas nesse trabalho
realizado com jovens estudantes aproximam-se rdagodos professores envolvidos em nosso
projeto, uma vez que eles possuem uma formacddrmaeem mateméatica. Muitos desses
professores estudaram ciéncias ou contabilidadepeisl realizaram uma complementacdo em
seus estudos que os habilitou a lecionar; na eadideles ndo cursaram uma licenciatura plena e
especifica em matematica. Essa complementacdoréaurso aprovado pelos 6rgdos publicos a
fim de regularizar a situagdo de inUmeras pessoagagse encontravam trabalhando em salas de
aula de escolas publicas, uma vez que existe ezcdedicenciados em matematica que optam
pelo ensino nessas escolas devido a baixa reméerac

Nesse trabalho de Heinze (2008), os autores caasidgue um dos motivos que levam
os alunos a terem dificuldades com demonstrac@esoénplexidade da prova descrita como um
conjunto de argumentos que o aluno deve combinara@ores discutem as diferencas entre
demonstracdes com um passingle step e com varios passos(lti-ste) e resumem que
construir uma demonstracdo aceitdvel em geometganéo um processo de ligacdo entre

condi¢cbes dadas e uma conclusao desejada com tpgrasterferem e sao controladas por um
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processo de coordenacado que inclui:

Compreender a informacdo dada e o status dessanagéo; Reconhecer os
elementos cruciais (premissa, argumento, conclus@ie) se associam com as
propriedades necessérias para a dedugéo; Espeti@lngs provas com varios
passos, construir condi¢cdes intermediarias paraxmo passo de deducao por
uma ligagcdo hipotética; e coordenar o processo tdwganizar o discurso

numa sequéncia aceitavel (HEINZE, 2008, p.445utrad nossa).

Em nosso trabalho, ao discutirmos teoremas remipre independentes, evidenciamos a
dificuldade que os professores tiveram em idemtifacs condicfes necesséria e suficiente de uma
proposicao de geometria. O reconhecimento de ekmeonsiderados cruciais € uma tarefa ja
selecionada por Heinze (2008) como parte integraateprocesso de construcdo de uma
demonstracdo aceitavel. Os processos de coorderelafivos a compreensdo do enunciado do
teorema, elencados por Heinze, sdo, sem duvidanalgiundamentais no processo de redacgéo
de uma demonstracdo. Podemos inferir que a ideatdib de um teorema reciproco esta mais
ligada a expressbes como “se e somente se” do gueaaanalise critica dos dados que séo
apresentados no enunciado da afirmacdo matem@ticeas vezes, acreditamos que ocorre um
tipo de “preguica mental” em que se |é o enuncidaafirmacdo matemética ja buscando as
expressoes “se ..., entdo” e “se e somente se’st@€t@amos que a inexisténcia dessas expressoes
provoca um desequilibrio na compreenséo da propmsitatematica, gerando dificuldades de
identificacdo da hipotese e tese.

A metodologia utilizada pelos formadores para discum teorema reciproco em
contraposicdo a um independente parece ter faldlitR compreensdo dos professores que
tiveram a oportunidade de simular a “volta” da sipdo independente e verificar (a partir de
um contraexemplo) que ela ndo era valida. A mudaleaegistro escrito para linguagem
simbdlica em que simbolos come:* apareciam também parece ter reforcado o entemdane
de teorema reciproco, além da oportunidade de atansth que € possivel transitar de um
registro para outro mantendo o mesmo significadpagsagem de um registro de representacao

semidtica (DUVAL, 2005) deu aos professores meiespdaticar e observar a variacdo de
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registros de representacdo e os tratamentos netaine; além disso, o estudo sistemético da
passagem de um registro para outro possibilitoleraep¢cdo da importancia da forma das
representacdes e a identificacdo das representqgéesio pertinentes.

As atividades realizadas parecem ter proporcior@asoprofessores em formacdo nao so
a analise dos dados contidos no enunciado de uimsefio matematica, mas também o resgate
de conteddos de geometria como angulos congruémgslos opostos pelo vértice, mediatriz de
um segmento e pontos equidistantes.

Concordamos com Rav (1999) que acredita que o ssnfato de se planejar uma
demonstracdo ja pode contribuir para o desenvohtinee compreensdes matematicas. No
entanto, a nossa realidade de sala de aula dodEBsisico em escolas publicas ainda esta
distante desse patamar de estudo de demonstr@&giiaserteza, os conteidos de geometria que
fazem parte do programa curricular do Ensino Bas&wo os indicados para que se inicie o
desenvolvimento do raciocinio dedutivo nas sérieaid desse ciclo. Acreditamos que esse
intercambio entre as universidades e professoriegigpalmente os da rede publica, por meio de
uma formacéao continuada como essa desenvolvidaosso iprojeto, € uma das opcdes para que
o professor reveja sua pratica docente, sinta-sg coafiante no exercicio de sua profissao e,

consequentemente, trabalhe com seus alunos emesatda inclusive demonstragoes.

Notas

*Doutorado em Matematica e aplicagdes, especiatidBalatica da Matematica, pela Universidade denBgn
Professor do Programa de Estudo Pos-Graduados eca¢zb Matematica da PUC-SP. E-msalddoag@pucsp.br
e saddoag@gmail.com

**Doutorado em Educacdo Matematica pela PUC-SHeBsora do Programa de Estudos P6s-Graduados em
Educacao Matematica da PUC-SP. E-nmake @pucsp.br

*** Doutorado em Educacao Curriculo pela PUC-SP. Psofagla PUC-SP. E-madfusco@pucsp.br
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