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Resumo: O objetivo deste trabalho é apresentar parte de uma pesquisa, que se encontra
em fase de desenvolvimento, sobre os nimeros irracionais no ensino da Matematica.
O presente texto refere-se aos aspectos histdricos e epistemoldgicos dos numeros
irracionais, focalizados, principalmente, nas matematicas egipcia, babilonia e grega.
Os resultados deste estudo apontam indicios de ndmeros irracionais nas civilizagdes
egipcia e babilénia, contudo foram os gregos que aceitaram e difundiram estes
numeros. No entanto, é importante salientar que uma teoria matematica consistente
sobre os numeros irracionais foi elaborada somente em 1872 pelo matematico Richard
Dedekind.
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INDICATIVE OF IRRATIONAL NUMBERS IN ANCIENT CIVILIZATIONS:
EGYPT, BABYLON AND GREECE

Abstract: The purpose of this paper is to present a part of a survey, which is under
development, about irrational numbers in mathematics education. This text refers to
the historical and epistemological aspects of irrational numbers, focused, mainly, on
Egyptian, Babylonian and Greek mathematics. The results of this study show evidence
of irrational numbers in the Egyptian and Babylonian civilizations, but the Greeks were
the ones who accepted and spread these numbers. However, it is important to note that
a consistent mathematical theory of irrational numbers was produced only in 1872 by
the mathematician Richard Dedekind.
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Apresentacao

Apresenta-se neste trabalho uma pequena parte de uma pesquisa
que se encontra em fase de desenvolvimento sobre os nimeros irracionais’
no Ensino da Matematica. Como de praxe, a primeira etapa da pesquisa
consistiu em fazer um levantamento de pesquisas sobre o tema nimeros
irracionais e reais, na literatura nacional e internacional.

A segunda etapa da pesquisa consiste do estudo historico e
epistemoldgico sobre os numeros irracionais. Com esta investigacao pretende-
se constatar os primeiros indicios de niUmeros irracionais na antiguidade, com
0s povos egipcios, babilénios e gregos, até a formalizacao destes niumeros
que ocorreu somente em 1872, com a Teoria dos Cortes de Dedekind.
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O presente artigo apresenta o inicio da segunda etapa da pesquisa,
que consta dos primeiros indicativos de numeros irracionais percebidos
na Historia da Matematica, abordando, principalmente, as matematicas
egipcia, babilénia e grega. Os resultados mostram que embora nao seja
possivel assegurar que os egipcios e os babilonios tivessem conhecimentos
sobre 0s numeros irracionais, é possivel perceber em seus registros certas
relagbes matematicas e aproximacgdes numéricas que apresentam vestigios
dos numeros que atualmente sdao denominados por numeros irracionais.
Contudo, foram os gregos, que apds muitos conflitos, proporcionou grande
avanco a estes numeros, por meio da Teoria das Proporcdes e o Método de
Exaustao de Eudoxo, garantindo a existéncia de segmentos incomensuraveis.

A matematica no Egito e os primeiros indicios de nimeros irracionais

Os egipcios foram os primeiros povos a “inventarem” as ciéncias
matematicas (CAJORI, 2007). Os registros existentes sobre suas matematicas,
quedatamdeaproximadamente 2000 a.C.,apresentam indicativos de nUmeros
irracionais. Os primeiros escritos e sistema de numeracgao dos egipcios foram
de natureza hieroglifica?, que datam, aproximadamente, de 5000 anos,
encontrados em pedras, tumbas e monumentos do Egito. No entanto, as
principais fontes de informacdes sobre a matematica egipcia, que resistiram
ao tempo, sao os papiros. Dentre estes documentos, os que se destacam pela
quantidade de informacdes e problemas matematicos sdo os papiros de Rhind
(ou de Ahmes) e o de Moscou (ou de Golonishev) (BOYER, 1996).

De acordo com Boyer (1996), o papiro de Rhind apresenta diversos
problemas envolvendo opera¢des aritméticas, fracdes unitarias, algebra,
razdes trigonométricas e geometria. Dentre estes, os problemas geométricos
50 e 48 chamam a atencao por apresentarem indicios de nimeros irracionais.
A questao 50 estabelece que a area de um campo circular cuja medida do
diametro é nove unidades de comprimento é a mesma area de um quadrado
cuja medida dos lados é oito unidades de comprimento. Interpretando este
problema com nota¢des matematicas atuais, obtém-se:

9 2
E(Ej :8X8©7L’%:64©7L’= 3,1604 .

Trata-se de uma aproximagao significativa para o nimero z levando
em conta a época que esta relacdo matematica foi estabelecida. A motivacao
dos egipcios ao igualarem a medida da area do circulo de diametro nove
unidades com a medida da area do quadrado de lado oito unidades pode
ter origem no problema 48, que consiste em obter um octégono a partir
de um quadrado de lado nove unidades de medida. Conforme a Figura 1, 0
quadrado eradividido em outros nove quadrados menores, delados medindo
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1 de unidades de medida. Em seguida, os quatro triangulos isésceles dos
cantos do quadrado maior eram retirados. Visualmente é perceptivel que o
octégono representado na Figura 1 se aproxima da circunferéncia inscrita
num quadrado de lado nove unidades.

113D 18D 1130

18D 13D
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113D 13D 18D

Figura 1: Octégono a partir de um quadrado

Outra relacdo matematica, também manipulada pelos egipcios e
relacionada aos numeros irracionais, refere-se a regra para encontrar a
medida (perimetro) da circunferéncia. Os registros da matematica desses
povos mostram que, ja naquela época, eles consideravam que a razao
entre a medida da 4rea do circulo e a medida da circunferéncia era igual a
razao entre a medida da area do quadrado circunscrito e a medida de seu
perimetro. Com notacdes matematicas atuais, a razao entre a medida da
area de uma circunferéncia de raio r e seu perimetro é ;_”77 = %, e arazao entre
a medida de area glo quadrado circunscrito numa circunferéncia de raio r e
seu perimetro é %Lr = % Desse modo, constata-se que hd aproximadamente
4000 anos os egipcios descobriram uma relacao geométrica, que envolve o
numero irracional , que perdura até os dias atuais.

Outro fato que desperta atencdao em relacdao as descobertas dos
povos egipcios é que a piramide de Quéops é uma piramide aurea, ou seja,
suas medidas satisfazem a relacdo matematica %: \/E: 1,272..., na qual
6 = 1,618... € um numero irracional, denominado por numero de ouro.

(SARAIVA, 2002).

Figura 2: Piramide de base quadrada
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As medidas reais da piramide de Quéops sao: altura 2 = 146,59 m
e lado da base (quadrada) @ = 230,3 m. Com estas medidas e utilizando
a relacdo de piramide aurea, conforme definida acima, segue que
%:%‘%359:1’272“' ou seja, a piramide de Quéops satisfaz a condicao
de piramide aurea, relacionada com o numero de ouro ¢. Considera-se, ao
menos curioso, que um monumento que data de 2500 a.C., construido por
povos da antiguidade, sem auxilio de instrumentos de medidas precisos,
apresente uma relagdo matematica que envolva um numero irracional tao
particular que é o numero de ouro.

A matematica babilonica e indicativos de niimeros irracionais

Os registros existentes sobre a escrita cuneiforme e o sistema
sexagesimal dos babilénios estao disponibilizados em mais de meio milhao
de tabletes de argila desenterrados na Mesopotamia, dos quais quase
quatrocentos foram identificados como estritamente matematicos. Nestes
tabletes ha textos matematicos que datam de 2100 a.C. (EVES, 2004). Alguns
desses textos oferecem aproximagdes dos nimeros irracionais Ver.

Aaboe (2002) apresenta a foto de um pequeno tablete de argila da
Babil6nia antiga que contém um quadrado, cujo nimero a = 30 esta escrito
junto ao lado e os numeros b = 1,24,51,10 e ¢ = 42,25,35 junto a diagonal.

51,10
15, 35

Figura 3: Tablete da Babil6nia antiga
Fonte: Aaboe (2002, p. 28)

Segundo o referido autor, ao introduzir os pontos e virgulas nos locais
apropriados, obtém-se a = ab, pois no sistema sexagesimal multiplicar por
30 é o mesmo que dividir por 2. Por outro lado, como a é a medida do lado do
quadrado e ¢ representa a medida da diagonal do quadrado, obtém-se, pelo
Teorema de Pitagoras, ¢2 = 24 ou seja, ¢ = V2a. Sendo assim, é provavel que
os babil6nios consideravam b uma aproximacéo de V2, pois o valor atribuido
a b concorda com o valor de V2 com erro de apenas um milionésimo.

Além dessa aproximacado para \2, os registros babil6bnios mostram
que a diagonal do quadrado poderia ser calculada multiplicando a medida
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do lado do quadrado por \2 (AABOE, 2002; BOYER, 1996). Tal fato nos leva
a idealizar que esses povos tinham conhecimentos, pelo menos gerais, do
que hoje se denomina por Teorema de Pitdgoras. Os registros desses povos
garantem um alto grau de sofisticacdao da matematica babilénia relacionada
ao Teorema de Pitagoras. O tablete Plimpton 322 apresenta quinze linhas
com ternos pitagoéricos, ou seja, valores de x, y e z que satisfazem x?, y? = 22,
Segundo Aaboe (2002), ndo se pode negar que os povos da Mesopotamia
conheciam alguma forma do Teorema de Pitagoras.

Um dos tabletes (da colecdao Yale), que data aproximadamente
1600 a.C., contém uma aproximacao significativa para \2 até quatro casas
sexagesimais, 1; 24, 51, 10, ou em notacdes atuais,

1424, 51, 10
%60 607 T 60"

valor que estda compreendido entre 1,4142129 e 1,4142130. Uma
precisao como esta ndao pode ter surgido da medicao fisica realizada numa
figura. Provavelmente, os babildnios procuravam um ndmero cujo quadrado
resultasse em 2, e dispunham de uma técnica para a realizagao deste calculo.
Os babilénios provavelmente utilizavam o método de Heron de Alexandria
(ocasionalmente conhecido por algoritmo de Newton), que consiste em
calcular os termos de uma sequéncia que, em notacdo atual, satisfaz a

. a 1 . ,
relacao a,,, = =-+—. Considerando a, = 1, obtém-se:
2 0

an
@ =t4l=2=15
27 T2
a=>+2=-17-1416667
473712
ay =2l 12 37T 14142157

24 17 408

a, = 577+408 66585_7141421
816 577 470832

Este processo pode continuar indefinidamente, e os valores numéricos
da sequéncia se aproximam cada vez mais de \2 (GODEFROY, 1997; BOYER,
1996).

Os povos babilénios também utilizaram aproximacgodes para \2 e para
NG pelos niumeros %—2 e IZ respectivamente (EVES, 2004). Observa-se que
apesar de serem menos precisas que as aproximacdes encontradas no
tablete de Yale, elas também devem ser levadas em considera%ao pois basta
comparar a razao 17 com o nimero V2 = 1 ,41421K e arazao =~ =0,79833...
com o numero irracional f 0,70710K.

Além das aproximacoes para V2, existem registros que comprovam que
os babilénios também apresentavam boa aproximacao para o valor de 7. De
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acordo com Boyer (1996), eles tomavam como a razao entre as medidas do
perimetro do hexdgono regular e do perimetro da circunferéncia circunscrita
neste hexagono como 0; 57, 36. Na notagao matematica atual, esta relacao
é representada por %z%zo,%, ou seja, w=3,125. Esta aproximagao
para 7 é tao boa quangto a aproximacao utilizada pelos egipcios, exibida
anteriormente.

Outrofato que merece destaque namatematica babilénia, que também
se relaciona com numeros irracionais, é a generalidade para as resolugdes
das equagdes quadraticas com trés termos. Por meio da linguagem verbal,
eles resolviam as referidas equagdes pelo método que conhecemos hoje
por formula de Bhaskara. Todavia, o nimero que deveria ser efetuado a raiz
quadrada existente na férmula, era sempre um numero quadrado perfeito
(CAJORI, 2007; BOYER, 1996), ou seja, os babilénios refutavam o calculo de
raizes que resultassem em numeros irracionais. Este fato leva a crer que os
babilénios perceberam a existéncia de nimeros irracionais.

A matematica grega e os numeros irracionais

Embora sejam percebidos aspectos da historia grega desde 2000
a.C., foi aproximadamente em 800 a.C. que essa civilizacao acelerou seu
desenvolvimento e “preparava-se rapidamente para assumir a hegemonia
cultural” (BOYER, 1996, p. 30). Estudiosos gregos, dentre eles Tales de Mileto
(624 - 548 a.C.) e Pitdgoras de Samos (600 - 580 a.C.), viajaram pelo Egito
e pela Babilénia absorvendo informag¢bes matematicas, astronémicas e
religiosas destes povos. Este fato provavelmente acelerou o desenvolvimento
intelectual dos gregos.

Ao retornar a Grécia, Pitdgoras fundou a escola pitagérica, uma
sociedade secreta, mistica e religiosa, que concentrava seus estudos
principalmente em Matematica e Filosofia. A escola pitagdrica tinha como
lema e verdade absoluta de que tudo era numero?. O simbolo da escola era
o pentagono regular, que significava o simbolo da vida humana, da boa
saude, da alianca entre os homens, de protetor fisico e espiritual (BOYER,
1996; MIGUEL, 1993). Devido a importancia que os pitagdricos atribuiam ao
pentdgono regular, é possivel que eles tenham atribuido atencao especial a
andlise desta figura geométrica. O estudo das propriedades do pentagono
provavelmente contribuiu para os gregos perceberem que nao existe um
terceiro segmento que cabe um numero inteiro de vezes no lado e na
diagonal do pentagono regular, ao mesmo tempo. Logo, esse estudo pode
teracarretado a descoberta de que o lado e a diagonal do pentagono regular
sao segmentos incomensuraveis.

Segundo Godefroy (1997), os estudos dos gregos sobre as propriedades
do pentdagono regular foram tdo minuciosos que ha a possibilidade de os
pitagoéricos terem descoberto que a razao entre o lado e a diagonal do
pentagono é igual ao numero de ouro ¢, e que a razao entre a medida do
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lado do pentagono regular e a medida do lado do pentagono obtido pela
intersecdo das diagonais é ¢* Assim, o nUmero de ouro ¢ pode ter sido o
primeiro numero irracional percebido pelos gregos.

Provavelmente, o conhecimento da relacao matematica atualmente
denominada por Teorema de Pitdgoras, deve-se aos contatos que os
pitagéricos tiveram com os babildnios. Porém, foram os gregos que
demonstraram a veracidade deste resultado. Possivelmente esta relagao
matematica recebe o titulo de Teorema de Pitdgoras por decorréncia
desse fato.

Em conformidade com Godefroy (1997), no Mendén de Platdao
encontra-se a seguinte demonstracao, que num quadrado de lado unitario a
diagonal mede v/2: ao unir quatro quadrados de lados com medida unitaria
(Figura 4), a medida da drea do quadrado formado pelas quatro diagonais
serd 4x L= 2, sendo que% representa as areas dos triangulos retangulos
isdsceles de catetos unitarios.

c A

BC _ 5

Figura4: 4p

Com esta demonstracao, os pitagéricos provaram, geometricamente,
a existéncia de um quadrado de area igual a dois, isto é, detectaram a
existéncia de um numero (medida do lado do quadrado) que elevado ao
quadrado resulta em dois. Atualmente, este nimero é denotado por V2.

Segundo Aaboe (2002), enquanto os babilénios apresentavam boas
aproximacgodes para o numero irracional \/5, os gregos levaram este assunto
até ofim, demonstrando de modo consistente que V2 é um nimeroirracional.
A demonstracéo classica da irracionalidade de /2 apresentada pelos gregos
consiste em supor, por absurdo, que existe uma fracao irredutivel ¢, coma, b
€Z,b #0 de modo que aigualdade 4 = \/fseja verdadeira, ou seja, consiste
em supor que v2 é um numero racional. Da igualdade anterior, seque que:

2

L 2ed =2
b

Decorre desse fato que a?> € um numero par, pois é multiplo de 2, e,
portanto a também é par. Logo, existe um numero p € Z tal que a = 2p.
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Sendo assim,
a’ =2b> < 4p® =2b < 2p° =b2'

Ou seja, b’ é par, e, portanto, » também é par. Mas isto é uma
contradicdo, pois a e b ndo podem ter divisores em comum, uma vez que,
inicialmente, supds-se que a fracdo £ é irredutivel. Conclui-se, entdo, que a
hipétese inicial que V2 é um nGmero racional é falsa, ou seja, V2 é&irracional.

Todavia, mesmo com as descobertas e demonstracdes elaboradas
pelos gregos sobre os numeros irracionais, estes nUmeros causaram muitos
conflitos entre os gregos da antiguidade, de modo especial para os membros
da escola pitagorica. Por exemplo, eles acreditavam que na reta enumerada
estavam dispostos apenas numeros racionais, e que a reta era continua,
pois entre quaisquer dois numeros da reta sempre é possivel encontrar um
terceiro nimero entre eles (MIGUEL, 1993). Porém, segundo Eves (2004),
0s proprios pitagoricos perceberam que a crencga deles de que a reta era
formada apenas por numeros racionais ndo era verdadeira, ao constatarem
que nao existe um numero racional que corresponda o ponto P da reta no
caso em que OP tem a mesma medida que a diagonal do quadrado de lado
unitario, conforme representado na Figura 5.

0 T = P IR

Figura 5: Diagonal de um quadrado de lados com medidas unitérias

Este fato perturbou os pitagoéricos, pois o segmento OP existia, contudo
nenhum ndmero poderia corresponder a sua medida. Os membros da escola
pitagorica procuraram conviver com estas contradicdes simplesmente
aceitando o fato de que para certos segmentos nao existia nimero que
representasse sua medida, e por isto, concluiram que a geometria era muito
mais ampla e rica do que a aritmética (MIGUEL, 1993).

Com a percepcao dos niumeros irracionais, a crenca da escola de que
tudo era representado por nimeros (inteiros) nao era mais verdadeira, e a
veracidade do préprio Teorema de Pitagoras poderia ser questionada. Este
escandalo foi tao grande que os pitagoricos tentaram manter essa questao
em sigilo. Conta a lenda que Hipasus, um dos membros da escola pitagorica,
foi langcado ao mar por revelar o segredo da escola a pessoas estranhas.

A escola de Platao, criada pouco depois da descoberta dos numeros
irracionais, também contribuiu muito para o desenvolvimento da
matematica grega, inclusive para os nUmerosirracionais. Os membros desta
escola ndo podiam denominar estes nimeros, mas também sabiam que
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nao seria possivel refutd-los, uma vez que nao se pode negar a existéncia
da diagonal do quadrado de lado unitario. Foi por meio do Teorema de
Pitadgoras e utilizando os Unicos instrumentos permitidos pela escola, a
régua ndao graduada e o compasso, que os platonicos determinaram um
procedimento geométrico, denominado por espiral piatagorica (Figura
6), para encontrar Vn , qualquer que seja n um numero inteiro positivo
(GODEFROY, 1997).

0
P A

Figura 6: Medidas de v

Apesar de os membros da escola platonica ndao refutarem os
numeros irracionais, a questao da incomensurabilidade também causou
escandalos e conflitos, pois parecia arruinar os teoremas envolvendo
proporcdes. Os platonicos perceberam que a razao entre a diagonal
e o lado do quadrado nao era igual a razao de um numero inteiro para
outro numero inteiro, acarretando um sério problema: descobrir como
comparar grandezas incomensuraveis (BOYER, 1996). Foi Eudoxo, um dos
mais notdveis membros da escola de Platdao, que, por volta de 370 a.C,,
resolveu o problema da incomensurabilidade, elaborando sua Teoria das
Propor¢des e o Método da Exaustao. Em sua teoria, Eudoxo apresenta uma
nova definicdo de proporcao entre grandezas: considere quatro grandezas
A, B, C e D de mesma espécie (volumes, areas, segmentos), diz-se que
A estd para B assim como C esta para D se, para quaisquer que sejam 0s
numeros inteiros positivos m e n, se tenha:

nA>mB < nC>mD; nA=mB < nC =mD
nA <mB; < nC <mB

A Teoria das Propor¢des e o Método da Exaustao deram origem
a uma nova tradicao na matematica grega, na qual os segmentos
incomensuraveis passaram a ser aceitos como um objeto geométrico. As
contribuicées de Eudoxo foram fundamentais para o desenvolvimento da
Matemadtica, serviram de base para quase toda a matematica apresentada
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nos Elementos de Euclides e contribuiram para o desenvolvimento do
calculo diferencial (LORIN, 2009).

Consideragoes sobre a génese dos numeros irracionais

O estudo apresentado neste artigo permite constatar que a génese
dos numeros irracionais esta na matematica dos egipcios e babil6nios, em
funcdo das relacbes matematicas e das boas aproximacdes relacionadas
a estes numeros presentes nos registros desses povos. No entanto, foram
0s gregos, que apos muitos conflitos, apresentaram grandes avancos e
colaboraram para a difusdo desses nimeros. Mais precisamente, foi o grego
Eudoxo que solucionou a questao da incomensurabilidade, ao elaborar sua
teoria assegurando a existéncia de segmentos incomensuraveis.

Porém, apesar de a solucdo apresentada por Eudoxo para a
incomensurabilidade ter sido aceita e aplicada pelos matematicos durante
varios séculos, a questao dos numeros irracionais nao estava totalmente
resolvida, pois ainda ndo existia uma definicdo precisa para esses numeros.
Foi somente em 1872 que o matemadtico alemao Richard Dedekind
fundamentado na Teoria das Propor¢des do grego Eudoxo, desenvolveu
uma teoria matematica consistente para os nimeros irracionais. Por meio
dos chamados Cortes de Dedekind, este matematico assegurou a existéncia
dos numeros irracionais, com definicoes, propriedades e teoremas precisos
sobre esse tema, encerrando um capitulo da Histéria da Matematica.
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' A pesquisa que se encontra em fase de desenvolvimento envolve sujeitos franceses,
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curriculares franceses relacionados aos numeros irracionais. Os numeros irracionais
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2 A escrita hieroglifica constitui provavelmente o mais antigo sistema organizado de
escrita no mundo.

3 Os pitagodricos consideravam apenas os numeros inteiros positivos.
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